Fakulta elektrotechniky a informatiky

Statistika

STATISTIKA

1. ZAKLADNI POJMY

1.1 Nahodny pokus a nahodny jev
ﬁes realizace souboru podminek kde vysledek nemizeme

pfedem ovlivnit.

1.2 Vztahy mezi nahodnvmi jevy

Nahodné jevy znacime : A, B, C, ...Al,B1,C1 ...

A — B tzn.: nastane A = nastane B @ B
(A je casti B)

A=B tm.: (A=>BAB=A) ; (AcBABC A) @

1.2.1

1.2.6

- vysledek ndhodného pokusu.
- jev, ktery za danych podminek musi nastat.
- jev, ktery pfi realizaci t¢hoz komplexu podminek neni mozny.

(A a B sijsou rovny)

AN B tzn.: nastane A a zaroven nastane 1 B
(pranik jevi)

AU B tzn.: nastane alespon jeden z jevil A nebo B

(sjednoceni jevil)

A - B tzn.: nastane jev A a zdroveil nenastane jev B

(rozdil jevi)

Jev Jisty — oznadujeme S

1.2.7

Jev NemoZny — oznacujeme

1.2.8

Xk

YO}
e

Doplnék jevu A - je opacny jevu A

1.2.9

(D

Disjunktivni jevy (neslucitelné jevy) tzn.: AN B :@ @

Zobecnéni : Vi, j: A, NA; = @

Jevy Al, A2 jejichZ sjednocenti je jevem jistym — tzn.: A1V A2 U 43...= S
toto nazyvame ULPNOU SKUPINOU JEVU a v ptipadé jejich
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neuskutecnitelnosti toto nazyvame UPLNOU SKUPINOU
NESLUCITELNYCH JEVU.

Elementarni jevy
a) Tvoii uplnou skupinu (Gplny systém) neslu¢itelnych jevil. Znacime E
Tzn.: EVTVE2UE3...=S AVj:E NE; =

b) V dané situaci nejsou rozkladany na jevy podrobnéjsi. VSechny
elementarni jevy tvoii tzv. zékladni soubor S.
AcBABc A< A=B

AuAd=A4
Ac(4UB)
AuB=BuU A
ANnB=BnNA
ANA=A4
Platize: AnS=4
AUD = 4
AUA=S
AmZ:@
A=4
ANB=AUB
AUB=ANB

1.3 Pravdépodobnost ndhodného jevu
- pravdépodobnost nahodného jevu A je Cislo P(A), které mizeme interpretovat jako
miru moznosti nastoupeni nahodného jevu.

1.3.1 Axiomaticka definice

- pravdépodobnost je funkce, kterd kazdému nahodnému jevu ptifazuje redlné

Cislo pfiCemz spliuje 3 axiomy.

1.Axiom P(A4)>0 tzn.: nezaporné &islo

2.Axiom Pravdépodobnost sjednoceni pocetné mnoziny neslucitelnych jeva
Al, A2, A3 ...nélezi S je rovna souctu pravdépodobnosti téchto jevi.
P(A1U A2 U 43) = P(A1)® P(42)® P(43)

3.Axiom Pravdépodobnost jistého jevu (S) je rovna 1. P(S)=1

A=B= P(4)=P(B)

1.3.2 Klasické definice
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P(A) = M ... pocCet jevil pfiznivych jevu A

N ... pocet vS§ech moznych jevii

1.3.2.1 Statistickd definice
-zalozena na pozorovani a cetnosti vyskytu jevu A, a opakovanych
nezavyslich pokusech. Hodnotu pravdépodobnosti jevu A v dostatecné
velké sérii pokusti.

M .
P(A) ~ N M...pocet vyskytl jevu A , N...pocet nez. Pokusti

1.4 Geometricka definice
-uzaviena oblast S

P(4 _44)
w(S)
-redlny jev A, A § ,u(A)...mz'ra. jevu.A

u(S)...mira.oblasti.S
1.5 Podminéna pravdépodobnost

P(A/ B) ... pravdépodobnost jevu A vzhledem k jevu B (tzn.: jev B jiz nastal)

Def.: P(4/B)= % proP(B)>0
Odborné: P(B/A) = %zmho.plyneP(B/A) _ P(A/]lj():)P(B)

Bayesiiv vzorec: P(4 B)= P(4)* P(B/A)= P(B)* P(4/B)

Obecné: P(ﬁ Aj = P(4,)* P(4,/4,)* P(A3/,,Al)

BEEEE Dve mince

Jev A —padne na obou RUB
Jev B —padne na prvni RUB
Vsechny mozné jevy: RR, RL, LR, LL

1 1
P(A)‘Z P(ANB) 4 1
e =
P(B)= 3 5
Nezavislost jevii

Dva jevy jsou nezavislé, jestlize pravdépodobnost jednoho z nich nezavisi na tom zda druhy
nastal nebo nenastal.

Matematickd definice: Jev A je nezavisly na jevu B < P(A/ B) = P(A)

Nezavislost dvou jevil je vZdy oboustranna.

Pro nezavislé jevy plati: P(4 B)= P(4)* P(B)

1.6 Véta o sc¢itani pravdépodobnosti

P(4U B)=P(4)+ P(B)- P(4B)
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Pro nesluitelné: P(4 U B)= P(4)+ P(B)
1.7 Véta o uplné pravdépodobnosti

i=1

H1, H2, H3...Hn tvoii Gplny systém neslugitelnjch jevi P(LnJ Hl.j =Y P(H,)=1
i=1
Jev A muze nastat jen tehdy, nastane-li prave jeden z jevl Hi, pak plati:
P(A)= flP(Hi)*P(A/Hi)
i=1

Jevy Hi za nichZ mlze nastat jev A se nékdy nazyvaji hypotézy jevu A.

1.8 Bayerova véta

Necht je dan jev A, ktery se muze uskutecnit praveé za jednu z n podminek o nichz
ucinime hypotézy H1, H2, H3 ... Hn. Byl proveden pokus jehoz vysledek bylo
* %k
nastoupent jevu A pak: P(H,/A4)= P(H, )P Z(A/ H, ) = f(Hi) Pl4/H,)
W S, P
J=

Protoze H1, H2, H3 ... Hn vyCerpavaji vS§echny piedpoklady musi platit : ZP(H ./ A) =1
i=1
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Pravdépodobnost zpozdéni rychliku zplisobeného technickou zavadou je 0,2. Urcete
pravdépodobnost toho, zZe budou zpozdény alesponi tii vlaky z osmnacti sledovanych.
Reseni: - nezavislé Bernaliho schéma P, (x) = [aj * P(x)x * }_’(x)”

X

a — pocet testovanych
X — pocet zkoumanych

Nezpozdi se zadny: B (0)= ] *0,2°*(1-0,2)"*

’_D
© © 5

1
Zpozdi se jeden: B, = ( J *0,2' *(1-0,2)"

Zpozdi se dva: Bi(2)= ( 0 ] #0,2° *(1-0,2)"°
P

Alespon tii (doplnék souctu vsech do 1): ¢ (0) =P (1)-P,(2)=0,728

Ttikrat vystielime na cil. Pravdépodobnost zasahu pti kazdém vystielu je 0,7. Urcete:
a) Rozd¢leni pravdépodobnosti poctu zasaht pti tfech nezavislych vystielech
b) Distribu¢ni funkci a sestavte jeji graf

Reseni:

a) — nezavislé Bernaliho schéma P, (x) = [QJ * P(x))C * I_’(x)“
X

3
Netrefim Zddny P,(0) = (oj *0,7° *(1-0,7)° = 0,027
3 1 2
Trefim jeden P ()= | *0,7 *(1-0,7)" =0,189
3 2 1
Trefim dva P(2)= 5 *0,7°*(1-0,7) =0,441
3 3 0
Trefim vSechny tri P,(3) = 3 *0,7°*(1-0,7)" =0,343
Pocet zdasahi 0 1 2 3
P(uspéSnosti) 0,027 | 0,189 0,441 | 0,343

b) Zde musime védet, ze distribucni (komulativni) pravdépodobnost se scita, takze zacneme od 0,
dalsi cleny nabyvaji velikost plus predchozi clen. Rozdéleni na ose je od — o0, postupné podle stiel
takze do 0, pak od 0 do 1, ..., az od 3 do ».

0 xe(—x;0)
0,027 x e (0:1)
F(X)=:0216 xe(L2) graf: - o
0,657 xe(2;3) C R
1 xe(3;,) ) 9—_.T—T |
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Néhodna veli¢ina X ma v intervalu (—oo;00) hustotu pravdépodobnosti definovanou vztahem:

)= { 0 x ¢ (0:)

b(x2 +2x+1) X e<0;l)
Stanovte konstantu b a distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny X.

Reseni: Nejprve musime stanovit hodnotu b, kterou zjistime ze vzorecku b(x2 +2x+ 1), ale nesmime

zapomenout, ze X € <0;1), takze to musime vypocitat pomoci integradlu od 0 do 1.
1

jb(x2 +2x+1)=1

0

3 2 !
bL+2x +x| =1
3 2

0

1
b(—+1+1) =1
(3 )

b:

<] w

Druha cast je zjistit distribucni funkci nahodné veliciny X. Zname vzorecek:

X
F(x)= I(uz +2u +1)du, ktery zde vyuzijeme. Nesmime ale zapomenout rozloZit integral na

—o0

x 0o X )
integraly, to znamend Ze miizeme rozdélit hranice I = I + j . A jeste vime, Ze j =0.
—© —o0 0 -0

X X X 3 X
3 3l u
F(x)= @ +2u+Ddu=|bW? +2u+Ddu =|=W? +2u+Ddu==| —+u’ +u| =
(x) :[O( ) .([ ( ) I7( ) 7{3 }

0
3
:E* Lo tx
7 \3

0

0 x € (—0;0)
Posledni krok je zapsat distribucni funkci: F(X)= %* (L3+ X2 +x) x € (0;1)
1 x € (1;00)
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Rozdé&leni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X je dano tabulkou. Najdéte sttedni hodnotu a
disperzi ndhodné veli€iny ¥ =5-2x.

Xi -1 0 1 2 3

px) |01 |03 [02]025 |0,15

ReSeni: Prvni ¢dst iikolu je nalezeni stiedni hodnoty E,. Na tu mdame vzorecek E, = z P(x).
Ey =(x, * p(x,)) + (x; * p(x,)) + (x5 * p(x3)) + (x, * p(x)) + (x5 * p(x5)) =
=(-1*0,1)+(0*0,3) +(1*0,2) +(2*0,25) + (3*0,15) = 1,05

Kdyz uz zname Ey, tak muzZeme vypocitat Eyze vzorecku Y =5—2x. Vypada to takhle:
Y=5-2x ®E, =E(5-2x)=E(5)-EQ2x)=5-2E(x)=5-2*(1,05 =29

E(x) se pro nds zde rovna s Ex, proto upravime do faze, kdy miizeme dosadit. Nesmime
zapomenout, ze kdyz mame E(5) (stiedni hodnotu 5tky) je 5.

Nasim druhym ukolem je vypocitat disperzi nahodné velicinyY =5—2x. K tomu nam pomaze
vzorecek D(x) = Z(x,E (x)* * P(x,.) neboli ROZPTYL.

DX = (x, _EX)2 *P(x,) + (x, _EX)2 *P(x;) + (x5 _EX)2 *P(x;) +(x, _EX)2 *P(x,)+
+ (x5 —EX)2 *P(x5) = (—1—1,05)2 ”‘0,1+(0—1,05)2 >‘<0,3+(1—1,05)2 *0,24—(2—1,05)2 *0,25 +
+(3—1,05)2 *0,15=1,547

Posledni véc, kterou udélame je, e z viastniho rozptylu D(kx) = k* * D(x). Vime Ze D(x)

(neboli DX) je 1,547 a mame vztah Y =5—2x, z kterého muzZeme odstranit 5 a zbude nam
Y =-2x . Ted uz staci pouze dosadit:

Y =5-2x =-2x adosadime do D(kx)=k>* D(x). -2 je pro nas k, D(x) je x:
D(kx) = k* * D(x) = (-2)*.*1,547 = 6,19
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Nahodna veli¢ina X ma konstantni hodnotu pravdépodobnosti v intervalu (0, a), to znamena,
ze jeji hustota pravdépodobnosti ma tvar

1(v)= { v o{x(a

0 x<0vx=a

S pouzitim vlastnosti stfedni hodnoty a rozptylu urcete:
EQ2X +3),EBX? —2X +1) D(2X +3),D(X? +1).

Reseni: Zde pouzijeme druhy dillezity vzoreek, ktery potiebujeme a to: EX = j xf (x)dx .

Nejprve si vypocitame sttedni hodnotu:

0 a 1 1 2 a
EX = J.xf(x)dx:_.‘x—dx=— Ll e
i y a al 2|, 2
Pro vypocet vyuzijeme rozptyl Dx, ktery nam Fika, Ze kdyz (EX)* ode¢teme od EX” (neboli
DX = E(x*) - (EX )2 ), tak ho ziskame. EX vime, Ze je % . TakZe nam stadi vypo¢itat E(x?).
e f oo t 51 1[x] &
E(x*) = jx f(x)dx=jx —dv=—| | ==
b a 3

0

Dosadime do vzorecku:

DX = E(x*) - (EX)’ =§—(gj =£—£=(2_1ja2 _a
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Dvourozmérna nahodna veli€ina
-tedy nahodny vektor(X,Y)
-zakon rozdéleni pravdépodobnosti je dan ve form¢ sdruZené distribucni funkce F(x,y)
F(x,y)=P(X<x, Y<y) —tyto dvé nerovnosti plati zaroven
-sdruzena distribu¢ni funkce je opét funkci neklesajici, spojitou zleva, a to vzhledem ke kazdé
z ndhodnych veli¢in. F(—ow0; y) = F(x;—0) = F(—0;—0) =0 a F(w;0)=1 —vyplyva
z nemoznosti jevi X (-0, Y(—oo a z jistoty jevu X (oo, Y (o0
-plati:
P(x; S X (X030, SY(p:) = P(X <x,3Y <3,)) = P(X <x,,Y <)) = P(X <x;; Yy,) ik
seskoskoksk
-Uvazujeme-li pouze pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina X nabude hodnoty mensi nez x
bez jakékoliv podminky, pro veli¢inu Y (hodnota této veli¢iny mlze byt jakakoliv) potom
tento vztah P(X < x,Y <o) = F(x,0) = F, (x)
- Jde jednorozmérnou distribu¢ni funkci FX(x) nazveme margialni (okrajovou) distribucni
funkci nahodné veli¢iny X. Obdobn¢ pro ndhodnou veli¢inu Y potom plati
P(X <o,Y < y)=F(»,y) = F,(y)— marginalni distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny Y
-Pro diskrétni ndhodné velic¢iny X, Y:

-SdruzZené pravdépodobnosti P(X=x,Y=y)=P(x,y)

-Spliuji vztahy:

1. nezaporné

2. >3 P(x,y)=1

3. P(xl<=X<=x2,yl<=Y<=y2)=suma(dole x=x1,nahote x2) suma(dole y=y1
nahote y2) P(x,y)

marginalni (okrajové) pravdépodobnosti
-P,(x)= Z P(x, y)— soucet marginalnich pravdépodobnosti

y
-P,(y)= Z P(x,y) - Soucet sdruzenych pravdépodobnosti hodnoty Y

-sdruzené P(x,y) a marginalni pravdépodobnosti Px(x) a Py(y) zapisujeme do tabulky
sdruZenych a marginalnich pravdépodobnosti

xly yi ¥2 y3 Ys >

Yy

X| P(x1,y1) P(x1,y2) | P(x1,y3) | P(x1,ys) | Px(x1)

X2 P(x2,y1) P(x2,y2) | P(x2,y3) | P(x2,ys) | Px(x2)

X3 P(x3,y1) P(x3,y2) | P(x3,y3) | P(x3,ys) | Px(x3)

XR P(xr,y1) P(xr,y2) | P(xr,y3) | P(Xr,¥s) | Px(Xs)

> Pv(y) | Pv(y2) | Pv(ys) | PY(ys) | 1

X
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Sdruzena distribuc¢ni funkce
F(x,y)= Y>> P(t,u)— pro diskrétni X,Y

t<x u<y

F(x,y)= T{ T f(, u)dz}du— pro spojité

—oo|_—o0

Je dvojrozmérna sdruzend hustota pravdépodobnosti ndhodnych veli¢in(X,Y), ktera splituje:
1. f(x,y)>0vSechna x,y nalezi R — jsou nezaporna

© Yy x2
2. j [ £Gey)dxdy =1, P(x, < X(x,,, <Y < y,) = j [[ £ (x, »)dx]dy -plati pro oteviené

—00—00 » xl
1 uzaviené intervaly.

Margindlni (okrajové) hustoty jsou f, (x) = I f(x,y)dy fr ()= .[ f(x,y)dx

-ze znamé distribucni (sdruzené) funkce F(x,y) stanovime hustotu pravdépodobnosti

0% F(x,
fy) =S L)

Ox0y

Pt: Na vyrobcich méfime délku s ptesnosti +- 0,5 mm a Sitku 0,2 mm. Ozna¢me nahodnou

veli¢inu X chybu pii méfeni délky a nahodnou veli¢inu Y chybu pii méfeni Sitky. Sdruzena
hustota pravdépodobnosti f(x,y) uvnitt mezich chyb je rovnomérneé rozlozena tedy f(x,y) x
nalezi (-0,5;0,5); y nélezi (-0,2;0,2), f(x,y) =0 jinde

a) urcete k

b) marginélni hustoty pravdépodobnosti

c) urcete sdruzenou parcialni derivaci a marginalni distribucni funkci

d) pravdépodobnost, Ze délku zméfime s maximalni chybou +- 0,1 mm (délka) a zaroven
Sitku s maximalni chybou +- 0,1 mm.

0,2 0,5
a) | { Ikdx:ldy=0,4k=l=k=2,5

-0,2] -0,5

fr )= [fapdy = [2.5dy =[.5y]'2, =1

-0,2

£, 0)= [ £y = [25dx=25

-0,5

b)

-0,2]1 -0,5

y X
F(x,y)= | { | 2,5dt}dy =2,5xy+0,5x +1,25y +0,25 = (x + 0,5) *(2,5y + 0,5)

¢)F, (x) = F(x:0,2) = j { [ra, y)dy:ldt —x+405

-0,5[ -0,2

F,(y) = F(0,5;y) = f [ [ f(x,u)dx}du —25942.5

-0,2] -0,5
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P(-0,1 < X <0,;,-0,1 < Y <0,1) = F(0,1;0,1) — F(0,1;-0,1) — F(~0,1;0,1) + F(—0,;;—0,1) =
=0,45-0,15-0,30+0,10 = 0,10

Nezavislost nahodnych veli¢in

ujevi P(4|B)= P(4) < nezavislé

P(AN B)
P(B)

obdobné dvé ndhodné veli¢iny X a Y jsou nezavislé, jestlize zdkon rozdéleni jedné

veliiny nezédvisi na tom jaké hodnoty nabyla druhé veli¢ina neboli jestlize podminény

zakon rozdéleni této velic¢iny se nelisi od zadkona nepodminéného (marginalniho)

podminéna distribu¢ni funkce F(x|y)

definice podminéné pravdépodobnosti P(A|B) = P(B)#0

> P(t,y)
a) diskrétni piipad F(x|y)="*——— P, (»)#0
P (y)
[ . yar
b) ve spojitém ptipadé¢ F(x|y)=—"——— fr(»)#0
Sy ()
- y je predem déno — tedy je to distribucni funkce jednorozmérna
X,

- Sy =LY £ () %0

Sr(»)

- Zaménou veli€in vznikaji podminéné zédkony rozdé€leni veli€iny Y pro dané X=x

Nezavislost veli€in: jestlize ndhodné veli¢iny X, Y maji sdruZenou distribu¢ni funkci
F(x,y), pak nahodné veli¢iny X, Y jsou nezavislé prave tehdy a jen tehdy jestlize
F(x,y)=Fy(x)* Fy (»)

Popiseme-li sdruzené rozdéleni pravdépodobnosti P(x,y) pak jsou nezéavislé prave
tehdy P(x,y)= Py (x)*P,

Popisujeme-li sdruzené rozdéleni pravdépodobnosti sdruzenou hustotou f(x,y)
nezavislé & f(x,y) = fy () * fy (¥)

Jsou-li ndhodné veli¢iny X, Y nezavislé pak jejich podminéna rozdéleni jsou rovna
marginalnim rozdéleni

F(x|y)=Fy(x)
Naptiklad (pro vSechna y) Vy: P(x|y)= P, (x)

Sy =fr(x)
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Charakteristiky nahodnych veli¢in

a) polohy (EX, median, kvantit)
EX — pfedchozi latky
- 1. po¢ateéni moment

kvantil — F(x,) = If(x)dx =p P(X<x,)=p 100*p% kvantil

Median — stfedni hodnota — 50% kvantil = F(x,)=0,5

Modus — kde maximum f(x)

b) Variability - DX(vlastnosti pfedchozi latka) - 2. centralni moment

¢) Sikmost — miizeme mit zeSikmeni doprava & doleva — 3. centralni moment

3
A= E([x - ExT)
Wox
d) Spicatost — 4. centralni moment
E([x - Ex]')
- A, = -
WDx)

- smérodatna odchylka & =/ DX
- (exces, kurtosis)

Charakteristiky dvourozmérné nahodné veli¢iny

- jako v jednorozmérnych (polohy, variability, Sikmosti — a to pro kazdé margindlni rozdéleni)
- dale mame charakteristiky podminéné (Regresni funkce, Skedastické funkce)

- charakteristika vzajemného vztahu — kovariace (mira tésnosti)

- kovariace patii mezi sou¢inova momenty a definujeme ji jako stfedni hodnotu soucinu
odchylek obou veli¢in od jejich stiednich hodnot

- cov(X,Y) = E[(X — EX)* (Y - EY)] nebolicov(X,Y) = T T(x—EX)*(y —EY) f(x,y)dxdy

—00—00

- cov(X,Y)= E(XY)-ExX*EY nebolicov(X,Y) = J._Z jx*y*Ff(x,y)dxdy—EX*EY

Na kovarianci je zalozen Koeficient Korelace

Koeficient Korelace

- p(X,Y) = cov(X,Y) cov(X,Y) X.¥) = cov(X,Y)
peED \/DX*\/EQ\/Var(X)*\/Var(Y)Qp( : p(X)p(Y)

-koeficient korelace je bez rozmérnou charakteristikou méfici tésnost vztahu mezi dvéma
veli¢inami a nabyva hodnot v intervalu (-1;1) & -1< p(X,Y) <1

- veli¢iny se nazyvaji nekorelované

- ale pozor! Z toho, Ze ndhodné veli¢iny jsou nekorelované, obecné neplyne, Ze jsou
nezavisle. X,Y = p(X,Y)=0; p je mirou linearni nezavislosti

Vypracoval Hlimak 12
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Vlastnosti cov

1. cov(a,,Y) =cov(X,a,)=cov(a,,a,)=0
2. cov(a, +b,X,a, +b,Y)=bb, cov(X,Y)
3. cov(X,X)=DX

4. cov(X,Y)=cov(Y,X)

5. cov(X,Y)=E(XY)-EX*EY

6. cov(i)(i,ijij = Zn:iCOV(Xi, Yj)

i=1 j=I1 i=1 j=lI

Priklad:
f(an’):)H-y 0<x<1,0<y<1
=0 jinak
cov=? p=7?
EX=Ey=L  px-pr--L
144
L 1
(EX:.[xfx(x)dx,EY:.[yfy(y)dyJ DX:E(Xz)—EXZ DY:E(Yz)_EYZ
0 0

E(XY) = HX*)/f(x,y)dey = j.j.X*y(x+y)dxdy =%

cov(X,Y) = E(XY)— EX *EY = _ﬁ

XY 1 . . . e
= p(X,Y) = cov(X,Y) ETh velmi slabd neptima linearni zavislost (obé veli¢iny jsou

JDX *Jpy _11

velmi slabé korelované)

Vypracoval Hlimak
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Rozdéleni pravdépodobnosti nahodnych velic¢in
a) Diskrétnich ndhodnych veli€in - diskrétni rozdéleni ndm vznikaji

- Alternativni rozdéleni A(x)
- Alternativni rozdé€leni nastane s pravdép. m a nenastane pravdé. 1-m.

A nastane — 1 P(X=)=nx

A nastane — 0 P(X=0)=1-7x
X 0 1
I1(x;) l-m T

- praxi pro zkoumani jevu, které se realizuji pouze dvémi variantami

dobrého Mtel. Signalu na 1. pokus.

vadného neuspech

Priklad: Uspéch spojeni na 1. pokus
=023 (pravdépodobnost)
1 = uspech, 0 = neuspéch

A(0,23), EX=0,23, DX=0,23*0,77=0,1771

Binomické rozdéleni Bi(n;p)
- opakované Benoulliho pokusy (nezavislost)

- sledujeme rozdéleni, ze jev A nastane pravé x-krat Vx =0,1,2,...n — binomické
rozdéleni
n
- plx)= ( j p(l-p) ™ p — pravd&podobnost uspéchu jevu A
X
EX =np
DX =np(1-p)

- Binomické rozdéleni vznika vlastné sloZzenim u nezavislych veli€in s alternativnim
rozdélenim (tj. pocet Spatnych vyrobkl zjisténych ve vybéru n vyrobku; uc¢innost
pfipravku na n subjektech; pfipojeni k serveru nezavislych pokusech)

- Priklad: Snazime se zalogovat na pocitac deseti nezavislych pokusech. Pravdépodobnost uspésného
zalogovani na prvni pokus 0,23. Urcete pravdépodobnost, ze se nam podari zalogovat nejvyse
dvakrat a nakresl pravdépodobnostni funkci rozdéleni.

bi(100,23)

- pravdépodobnost, zZe se nalogujuji

2.(10
P(x<2)= Z( j* 0,23*%0,77"9* =0,5863
0 X

uspésné 2x je 58,63%.
A

- ¢isla velmi blizko nule (od 7 do 10)

Vypracoval Hlimak 14
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Poissonovo rozdéleni — PO(A)
- jestlize u binomického rozdé€leni je n dostatecné velké a p je dostatecné malé
n ¥ A=n
S (p<0,1;my30) pak | |pr(1= py = P
by x! x=01,..n

EX =21 DX =21

A — intenzita poctu (primérny ocekavany pocet vyskytu sledovaného jevu v za
jednotku Casu = napf. ptijezdy aut k benzinové stanici, ptichody k obsluze, ptichody
zakaznikl k pokladng)
- pt: bylo zjisténo pii vyrobé polyn. vlakna dojde na zptadacich strojich za hodinu
prumérné k ucpani ¢ty trysek, které je nutno vymeénit a vy¢istit. Tento pocet je
nahodna veli¢ina X s poissonovym rozdélenim pravdépodobnosti s parametrem
A=4[hod™]. Urcete pravdépodobnost, Ze bude tfeba vyménit za :

a. Pravé dvé trysky

b. Nejvyse dvé trysky

c. Nakreslete graf rozdéleni pravdépodobnosti

X 4X
P(X =x)= /1—8_/1 =—ce*
x! x!
2

a. p(2) = %e“ =0,1465

4° ., 4, 4,
b. p(x(3)—F(3)—F!e =€ tore =0.2381

A

Vypracoval Hlimak
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Spojita rozdéleni
Normalni rozdéleni
Hustota f(x) = 1 * e_(X;;;)Z —0< X<
6\/272' _OO<,U<OO,§>O
EX = MU DX = 52

N(u,8%) Pozor!: Kubanové/Linda N(u;0)
(v-u)
1

o2

2
*e 286 *dv

FO = [ f0)dv =

Z= x;“ — N(0,)

Koupit: Kritické hodnoty bla bla bla, Kubanova

Exponencialni rozdéleni — Exp(a)
-z Possionova rozd¢leni jestlize sledujeme jev mezi dvéma ¢asovymi udalostmi
f(x)y=a*e™ F(x)=1-e*
2 x>0 a)0
EX = DX = (lj
a o

- asto je a prumérny pocet vyskytu sledovaného jevu za ¢asovou jednotku
- obecné je to doba Zivotnosti nebo doba ¢ekani na néjakou udalost

Rovnomérné rozdéleni - R(a;b)
1
f(x)—m x € (a,b)
a+b (b - a)2
12

- pravdépodobnost je rovnomérné rozdélena na celém intervalu
- napfiklad odecitani méfeni na linedrni stupnici

EX =

TebySevova nerovnost
- pro jakoukoliv ndhodnou veli¢inu X se stfedni hodnota EX a variabilitou DX a V&)0je

P([X—EX|<5)21—€—)2(<:>£P(]X—;J| z.s)si—j]

1

- pro jakékoliv £ > 1 nejméné[l - (—2JJ *100 % lezi v intervalu
*

(—k*S;u+k*5)=50%je v +1,4146

Nejméné 75% je v £ 26
Nejmén¢ 88,88% je v £36
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Fakulta elektrotechniky a informatiky
Statistika

Zakon velkych €isel

-jestlize X, X,,.....X je posloupnost podvojné nezavislych ndhodnych veli€in majici stfedni

hodnoty E(X,),E(X,)....E(X,) ashora ohrani¢ené rozptyly
D(X,)<c,D(X,)<c...D(X,) < ckde c je n¢jaké konecné Cislo, potom pro libovolné

1imP[1iX,- Ly e

n—% i=1 n g

se bude libovoln¢ malo liSit od priiméru stfednich hodnot)
- praktickym disledkem je moznost odhadu teoretického priméru na zakladé priméru
z dostatecné velkého poctu pokusii (dostatecného poctu pozorovani)

Centralni limitni véty
- hovoii o asymptotickém rozdé¢leni
- zabyva se normalnim zdkonem rozdélenim jako zakonem limitnim

a) Véta Lindeberg-Lévyho — tvrdi, Ze soucet (a tedy i primeér) vzajemné nezavislych
nadhodnych veli¢in s kone¢nymi stfednimi hodnotami a rozptyly ma pro dost velké n

ptiblizné normalni rozdéleni

- X,(i =1,2,..n) maji totéz rozdéleni se sttednimi hodnotami x a rozptylem 5%, plati

tyto limitni vztahy pro X = X, + X,..X,
X —nu “ .
Plu{(——(u, |—> u)du...... Ho(u,)—o(u
( S j uj{qo( ... (G (1) = P(u1,))

@ -hustota N(0,1) ¢ -distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozd¢leni

b) Véta Moivre-Laplacedua — vyjadiuje konfergenci binomického rozdéleni
normalnimu rozdé€leni.

- ndhodné veli¢ina X ma Bi(n, p) = limP[M(xJ = @(x) - distribucni

Vnp(1-p)

n—>0

funkce N(0,1)

- .[ @(u)du - hustota N(0,1)

Vypracoval Hlimak
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Deskriptivni (popisna statistika)
Piiklady: Str. 29 Pi.: 1,3,5
Spotieba Fabie v litrech/100km (30 uzll)

6,8 8,0 6.4 8,2 5,9 6,8 7,7 5,6 8,3 7,8
7,2 6,5 5,5 6,6 7,4 6,6 7,2 8,6 7,2 7,3
6.9 7.5 6.4 7,0 6,7 5,6 7,2 8,1 6,7 6,5
Min=15,5
Max = 8,6

Max-Min=3,1 — vybérové variacni rozpéti

Str.22
k=1+322logn=59

k = int(2v/n) =10
Zvolime 7 tfid: Zj kolikrat je zastoupena Mj fi=—-
n
1. <5,5;6,0) 5,75 111 4 0,1333
2. <6,0;6,5) 6,25 /! 2 0,0667
3. <6,5;7,0) 6,75 I 9 0,3000
4. <7,0;7,5) 7,25 11 7 0,2333
5. <7,5:;8,0) 7,75 /1 3 0,1000
6. <8,0:8,5) 8,25 " 4 0,1333
7. <8,5;9,0) 8,75 / 1 0,0333
56 6 65 7 75 8 85 9
- polygon Cetnosti (relativnich ¢etnosti kdyz na ose Y fi) — bodovy graf
- histogram cetnosti (relatcich ¢etnosti) — jsou ty obdelnikovy graf
1. Aritmeticky primér: X = le,. = %(6,8 +8,0+....) =7,010) - (vybérovy
n g

primér)

Vypracoval Hlimak
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Vybérové charakteristiky
a) Polohy

- v{b&rovy primér X = z Xi/n (aritmeticky primeér)
i=l
- vybérovy modus (kde nejvetsi tiidni Cetnost vybéru)
- vybérovy median — prostied v neklesajici posloupnosti hodnot vybéru (kdyz sudy pocet pak
pramér z prosttednich hodnot)
b) Variability

13 - e
- vyb&rovy rozptyl S* = —z (X =X )2 — S=+/S? - vybérova smérodatna odchylka

i=l1

I &, — -
- vybérovy rozptyl S = . > (X =X )2 (nékde S*)— S =S - vybérova smérodatna
n—=1,4

odchylka nevychylena
- _vybérové variacni rozpéti R, = X, — X

- Néhodny vybér — n rozmérnou nahodnou veli¢inu (vektor) X =(X,,X,,...X,).

MAX MIN

X,,X,,...X , jsou vzajemné nezavislé a vSechny maji stejné rozdé¢leni (tj. totéz v distribu¢ni
funkci F (x) budeme nazyvat ndhodnym vybérem v rozsahu n z tohoto rozdéleni (to je
z rozdéleni majici distribuéni funkei F (x)).
- na zéklad¢ ndhodného vybéru se snazime odhadnout rozdéleni celého souboru, z kterého
vybéru vychazi
- odhadnu EX aritmetickym primérem x vybéru
- odhadnu DX vyb&rovym rozptylem s* vybéru
- Bodovy odhad — kdyz odhaduji statistiky a parametry jednim ¢islem.
- Odhad metodou momentu -pokud odhaduji pomoci moment hovoiime
- Odhad maximalni vérohodnosti — pokud odhaduji pomoci funkce vérohodnosti
- pti bodovém odhadu nevime nic o chybé toho odhadu, pokud vim (nebo si z vybéru zjistim)
o jaké jde rozdéleni. Mohu tuto informaci vyuzit ke stanoveni chyby odhadu — (vznik4)
intervalovy odhad (tzv. intervaly spolehlivosti)

Vypracoval Hlimak 19
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Intervaly spolehlivosti pro stfedni hodnotu normalniho

rozdéleni
a) znam o celého normalniho rozdéleni (NR) — vyuziti véty 1.5.2 str. 44, tj. Ze

nahodna veli¢ina! Z = X p ma N(0,1) (kdyz X je z N(u,0) nebo kdyz n > 30

5/\n

P(ZE( Zgs a))_l_
-z, <Z<Z) l-«a

P(—Z <5/\/_ Za]=l—a

Ploz, *6/Nn <X —p<z,*5/\n)=1-

PLX =z, *6/n <—p<z,*5/\n- X)
P(X+za*5/\/;>,u>—za*5/\/;+X)=1—a
P(ye<}—za*5/\/;;}+za*5/\/;)= -

-kde typicky z, je (1-a )*100% kvantil N(0,1)oboustranny interval spolehlivost (1-

a )pro stiedni hodnotu mi — je takzvand koeficient spolehlivosti (konfidence) - se voli
- « =0,95

: X -
b) neznama sigma — véta 1.5.4 str.44,t). ze T = T’u *4/n—1 ma Studentovo

rozdéleni s n-1 stupni volnosti (kdyzZ X z N(u,d) nebo n>30)
- obdoba jako v a) — P(,u € (}—taS/\/n —1;}+taS/\/n —l>)= -

Interval spolehlivosti pro rozptyl normalniho rozdéleni

* Q2
S ma y° rozdéleny s n-1 stupni volnosti, kdyZ vybér

- vyuzijeme véty 1.5.3,tj. Ze y = &

z NR (celého normalniho rozdéleni) — interval spolehlivosti pro rozptyl

n*S* n*§’
I, = ; ,kde y, je (1—a/2)*100%ni je kvantil x> s n-1 stupné volnosti
V4! v4

Vypracoval Hlimak
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Jednostranné intervaly spolehlivosti
Ad a) pro u, kdyz zndm o6
I, = <} -z,,0/ Jn ;+oo> - levostranny (1- « ) interval spolehlivosti

I, = <— 0X + Z,,0/ Jn > - pravostranny (1- « )x100%ni interval spolehlivosti pro stfedni

hodnotu

Ptiklady:
Pt. 2.2
| Cenavina |40 [ 58 [52[45]60]53[55[57[39]42 |58 |46 ]
Ptedp. NR pravdé¢.
99% interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu NR ceny vin

n=12, x = 50,4167 ; s=7,2968;

0,99

0,005
0,005

t(alf: pocet stupnii
etk 3{;0;33 volosti n-1=11

P(TDt,,)=a=a=001=1,, =31058

= (43,5837;57,32..)

- S - S
Lygo =(X————t, ;X +——rct,
0,99 < \/m an—1 \/m 1> <

Vypracoval Hlimak
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Pevnost — 10 testl (na 10-ti lanech)

' [32 [33 ]34 [30 31 33 36 [33 [34 [32

n=10

x =328
1) u=32,5=0.2

~ 0,05 _
“ 7 =X7H maN.1)

0[=0,01 %; -z{alfa) X1 n=3.2 X2 z{alfa) x3

OPH - oblast prip. hodnot

H,:u=32t

H, :u+3,2t

a - hladina vyznamnosti

Realizace: z = 32?}% * \/ﬁ =1,26 _
’ KO 0 126 g

Testovani hypotéz

- statistickd hypotéza je tvrzeni o vlastnostech zdkladniho souboru, pfipadné vice
zékladnich soubort, o jehoz pravdivosti se chceme piesveédcit, pfiCemz predem
nevime jestli je pravdivé nebo ne. Vztahuje se bud’ k tvaru nebo parametrim rozdéleni
pravdépodobnosti zékladniho souboru a mizeme ji ovéfit testovanim.

- Nulova hypotéza (HO)

o Jeji platnost ovéifujeme
- Alternativni hypotéza(H1)
o je to co bude platit, kdyz neplati HO
- tikadme, Ze testujeme HO proti H1
- platnosti HO rozhodujeme na zékladé zvolené funkce nahodného vybéru (X, X, ),

tato funkce se nazyva testovaci kritériu

Kriticka oblast (KO)

- je to podmnozina mnoziny hodnot testovaciho kritéria jejichz pravdépodobnost alfa je za
ptedpokladu platnosti hypotézy, tak mald, Ze nahodny jev ,,hodnota testovaciho kritéria
padne do kritické oblasti* pokladame za jev nemozny

Oblast piipustnych hodnot (OPH)

- je mnozina hodnot testovaného kritéria, které nepatii do KO

Kriticka hranice (KH)

- odd¢luje kritickou oblast od oblasti ptipustnych hodnot

Hladina vyznamnosti testu - «

- pravdépodobnost kritické oblasti
Postup pro vSechny testy
1) vezmu jednu realizaci ndhodného vybéru (x,x, ..x,,

2) stanovim test

3) zvolim a (z pravidla 0,05)

4) na zaklad¢ (x,,x, ..x,, vypocitam realizaci nahodné vhodné veli¢iny (kritéria)

5) na zakladé, kam padne realizace testovaci veli¢iny rozhodnu zda zamitnu A0 ¢i ne
(kdyz padne do KO — zamitnu HO; kdyZ nepadne do KO — nezamitnu HO)

POZOR! Nezamitnuti HO, Ze plati — mlze platil ale taky nemusi

Vypracoval Hlimak
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Chyba prvniho druhu — zamitnu HO, kdyz HO plati (= a)

Chyba druhého druhu — pfijmu HO, kdyz HO neplati (,B )

(1- ) - sila testu

nahodného vybéru

Déleni

-parametrické testy (testy vyznamnosti) — se tykaji parametri zakladniho souboru
-neparametrické testy (ostatni testy + testi shody) — dvoustranné, jednostranné testy

jednostranné
HO: pi>32
p - hodnota H1: U< 3,2
0,05
/;i’ = 7

0.2
1,26 196

3.2 — Testy vyznamnosti

3.2.1 Jednovybérovy test vyznamnosti pro stfedni hodnotu
normalniho rozdéleni
- téz lze pouzit pro velké vybéry

Xis Xy, X,
HO:EX =k H1:EX #k
(HO: =k Hl:u+k)

a) zname parametr o
Testovaci kriterium

X—k

1-alfa

7 =

2-«a
-1
) il |
2 -z{alfa) -Z(alfa)

b) nezname o

*\/n -maN(0,1)

T = XT_k *4/n—1 - studentovo rozdéleni s n-1 stupni

volnosti &

= Vypocitdm s z vybéru = s=0,16, o =0,05= realizace T = Studentovo
X — _ OPH
=X 1 23287320 oo s
N 16 0,025 0.025
—2,2622<1,5<2,2622 = t € OPH tedy realizace nepadla do Ko '
KO KO
= nezamitdm HO, a neni tedy divod (na zéklad¢ naseho vybéru) 22622 0 15 00522262
zamitnout hypotézu, ze EX=3,2 (tedy mize byt 3,2) T
(£,45 = (3,159:3,401))
23
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ma pravdu (maze mit pravdu), ze 0 =0,27?

3.2.2 Jednovybérovy test vyznamnosti pro rozptyl normal. rozdéleni
(X, X,,..X,) jezNR (u,5)
HO:DX =k’ H1:DX +k°

Testovaci kritérium: dle véty 1.5.3 str. 44
2

X = B ma y - kvadrat rozdéleni s n-1 stupni volnosti

alfa’2

0z, 64 X2 X
r=005=
Xomse =19,0228 = y,
o.oso = 2,70039 = z,
% o2 % 2
X = 18 Zi = 100 (;’216 =6,4 = 2,70059 < 6,4 <19,0228 = nezamitame HO a tedy dodavatel
muze mit pravdu.
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Dvouvybérovy test pro rozptyl
(X,.X,,.X,) z N(y,0,) Al

(V,.Y,,.7,) 2 N(u,5,)

HO0:DX =DY H1:DX + DY
Testovaci kriterium 1
—2
F = S% - F-rozdéleni s n, —1 u n, —1 stupni volnosti, hranice F,,n, —1,n, —1
SZ
max{S1, 522
V praxi: F = maxwi,o02y _12’ _22
min{S,,S>}
Piiklad:
X 101 100,5 100 100 99,7 100,2 100,3 99,6
Y 100 100 99,8 99,9 100 100,3 100,7 100
=8
" HO:DX = DY H1:DX # DY
n, =28
St =0,20268

S> =0,08125
—2 =2 2
_ max{{lz, Lizz} _ 0,20268 2,495
min{S;,S>}  0,08125
Pro ftabulka na strané 18

Hrani a=0,10
ranice .
Fi 00558181 = 8,885

2,495 < 8,85 = nepadlo do KO = HO nezamitame

Vypracoval Hlimak
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Dvouvybérovy test pro rovnost strednich hodnot
HO:EX =EY H1:EX + EY
a) zname o, a o,

o X-Y
Testovaci kriterium: Z = ——— - ma N(0,1)
5: 6
- + =
noon

Hledame obdobn¢ jako Z u jednovybérovych

b) nezname 9, a J,, ale predpokladame, ze o,=0,

HO:EX=FEY Hl1:EX + EY
L X-Y * +n, -2
Testovaci kriterium: 7 = * \/ mEm(m +n=2) Studentovo rozdéleni s
yn,S; +n,S? n +n,

n, +n, —2 stupné volnosti

0

c) nezname 9, a J, predpokladame, Ze o, # 0, (zjistim F — testem na rozptyly)
HO:EX =FEY Hl:EX # EY
X-Y

ta;nl+n2—2

Testovaci kriterium: 7 =

S S;
K — nl -1 a;n—1 n2 -1 a;n,—1
St .8
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Piiklad:

Stieda | 726 600 750 700 730 550 595 715

Patek | 1002 | 1050 | 950 823 1250 | 1410 | 684 825 923

995

a =0,05
Zde odlisné stfedni hodnoty? (predpoklad NR- normalita)

HO:EX = EY H1:EX £ EY

n =8 x=670,85 S2=5122690 S; =5854,5

n,=10 x=9912  S2 =4025836 S5 = 44732,62
1)? 8 =06,

HO:DX = DY H1:DX # DY

2 =2
f= max{gl ;S0 }_ 44732.62
min{;f;gi} 58545
F0,025;10—1;8—1 = F0,025;9,7 =4.823

=7,641

7,641)4,823 = realizace padla do KO = HO zamitame a dale predpokladame, Ze rozptyly jsou

rizné
Loty 6T075-912 .
\/ s 82 \/ 5122,69 4025936
+—2 +

nl _1 I’l2 _1 7 9
t0,025;n1—l = 253646 -nl = 7

fopsmn = 2:2622 -n, =9

S, S3 5122.69
— . 2t 07 %2 3646 + *2.2622
2

n 7 9
KH =— = =2,2766
S? S; 5122,69 | 40259,36 4
+

n -1 n,-1 7 9

40259,36

_1 a;n—1 _1 a;n,—1

|— 4,44217|)2,2776 = realizace padla do KO = HO zamitdme = stfedni hodnota prijezdu ve

stiedu a v patek jsou stejné

Vypracoval Hlimak
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Parovy T-test (test pro parové hodnoty zavislych vybéru)
(XI;YI)(XZ;YZ) ----- (Xn;Yn) N(/‘1;ﬂ2;§1552)

Hypotéza EX — EY =k pievadime na hypotézu ED=k, kde ED je stfedni hodnota ptislusnych
rozdilh HO: ED =k H1:ED #k

Testovaci kritérium:

5_ _ n 1 n
=Pk, D=lZDi, Sd:\/—Z(Do—D)z
S, n'io i=1
KH: studentovo, n-1 st. volnosti, n2-1

5

C 1 2 3 4 5 6 7 8 d =-0,04375
Pred | 3,19 |2,94]280 |3,00 3,23 |[3,29 |295 |2.87 S —0.08745
Po [325 |295]297 |3,13 |324 |3,24 |3,07 |2,77 a7
Di |-0,06 |-0,1 |-0,017 |-0,13 | -0,01 | 0,05 |-0,12 | 0,1
1. ? Zda se Gpravou zmeéni tvrdost k=0
HO:ED=0 H1:ED#0
=D g OB, T 13236 Loorr = 3,495
S, 0,08745 _—

|— 1,3236| <3,4995 = HO nezamitame a tedy nelze tvrdit, Ze proces ma vliv na tvrdost

2
X -testy
1. Test shody , (01- _ Ei)2 Oi — pozorované ¢etnosti
2. Test nezavislosti (z x = ZT Ei — oCekavané (teoreticke)
kontingen¢ni tabulky) ! cetnosti

Piiklad:
PNR(u=7;6=08) N(0,)) ,_ (x—ﬂ) [_1 s 5,5,7] 0,1056 = O(—1,25) - O(-1,875)
o T 08

Epi -Enp 1’ =(0i-Ei)’

1.<5,56,0) 4 < —1,875;-1,25) 0,1056 3,168 (6-8,028° 05123
2.<6,0,6,5) 2 < —1,25;-0,625) 0,1620 4 ,86 8028
3.<6,57,0) 9 < —0,625;0) 0,2324 6,972 (9-6,975" 059
4.<7,0:7,5) 7 < 0;0,625) 0,2324 6,972 6,972 ’
5.<7,58.0) 3 < 0,625;1,25) 0,1620 4 86 (7-6972° 0,00
6.<8,0;8,5) 4 <1,25;1,875) 0,0749 2,247 6,972 ’
7.<8,59,¢) 1 <1,875;2,25) 0,0307 0,921

=30 1,00000 -tento ptiklad neni dokoncen!!!
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7=3 (0i - Ei)’

Ei

Fakulta elektrotechniky a informatiky

2 P
2" Rozdéleni

75 781473

{0 —jen vpravo!

4

z volani - C Z B M

40% 20% 20% 20%
Oi 30 30 20 20
Ei 40 20 20 2
2 2 2 2
»_(30-40)  (30-20)° (20-20)° (20-20)° 100 100 _ 25+5=175
40 20 20 40 20
a =0,05

Stupné volnosti: r-k-1=3 (vime, ze r =4, k=0)

7,5 < 7,8147 = HO nezamitdm, vedouci mize mit pravdu

Test nezévislosti (z kontingencni tabulky)

F=Y (0i - Ei)’

Xooss = 7,81473 - najdeme v tabulkach

Ei
Priklad347 124—200 | 176-200 | 140—200
Zakladni 48 % =0 S0 1| 124-140 | 176140 176 —140
Stredni | 42 63 35 140 440 440 440
Vysoké 34 31 35 00 1/ 124-100 | 176-100 176 —100

124 [ 176 140 | 440 440 440 440

56,36 |80 | 63,63

3945 |56 | 44,54 ., (40-56,36) (82-80) (70-63,63) (42-34,45)

= — + ot 4. = 8,556
38,18 |40 3181 56,36 80 63,63 34,45

Poget stupiii volnosti: (z —1)*(s—1)=(3-1)*(3-1)=4

2
X 0,054 =

8,556 < 9,4877 = HO nezamitdm

9,4877

Vypracoval Hlimak
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0,05

8,556 94877

29



Fakulta elektrotechniky a informatiky
Statistika

Neparametrické testy
X,,X,...X,,spojité, maji F dostav. Funkci

~

X -median (maji stejny)
H, X=c H, X #c
Od vsech hodnot odecteme ¢ -> posunu median do 0 => ?medidn=0

Ptiklad 3.4.1
Oktanové cislo testovano

12 vzorku

?medidn je 98 na & = 0,05
[Xi [982 968 [98 96,3 1998 [96,9 [952 95,6 96,1 |97,7]98,1]98,7 |

H,:X=98 H, :X+98

1Xi-98 [02]-12 |0 [-17 [1,8 [-1,1 [-28 |-24 [-1,9 |-03 [0,1]0,7]

Kdyz 0 tak vypustim o 0 sdruzime pocet o 1
Y=4

N=12-1=11 KO<=K1 nebo >=K2
Tabulky: hrani u k1:1;K2=10

K1<4<K2=>H0 nezamita, median mtize byt jedna

Vypracoval Hlimak
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Wilcoxonovy testy

Jednovybérovy Wilcoxonovy test
HO:F_ =1-F_, (ne. Distr. Funkce je symetricka)
H1: neni symetrickd (aplikace tez pasovy -> jednovybérovy)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Star¢ | 10,7 |12,2 | 11,8 11,9 | 11,5 10,9 | 11,3 12,1 12,0 | 11,8
Nové | 10,8 11,9 |114 |11,6 |[11,6 |11,0 |11,2 [12,0 |12, 11,6
Di -0,1 +0,3 |+04 |+03 |-0,1 -0,1 +0,1 |[+0,1 [-0,1 +0,2
3,5 8,5 10 8,5 3,5 3,5 3,5 3,5 3,5 7
+2+3 24 LR =3,5 Poftadi z absolutnich hodnot 6 *|0,]] = primér z potfadi
1,2,3,4,5,6=3,5
S'=)y" =85+10+85+35+3,5+7 =41
x20

S =2y =35+35+35+35=14
{578 }=14
14>8 =>nepadla do KO=>HO0 nezamitdme => nem¢élo vliv
Dvouvybérovy Wilcoxontyv test
(Xl > XZ "Xn )
(v,7,,.x,)
HO: Distribu¢ni funkce jsou stejné
H1: Distribu¢ni funkce jsou rozdilné
Ptiklad: ceny benzinu testovany u stanic v Praze a Brné
Praha 23,50 22,50 22,10 22,30 | 23,10 23,50 23,10 23,60

125 (@5 (4=>35) | (6) (10,5 125 [10,5) |(23.6)
Brno 22,00 21,70 22,10 22,50 | 22,60 22,20

2) (D B=>35) (75 [0 )

?jsou ceny v Praze a Brné stejné (na hlading vyzn. 0,05) — ¢isla v zavorka je potadi, kdyZz jsou

stejny, da se pulka a (7,5 je primér mezi 7 a 8)
Pocet idaji Praha ~ m=8

Pocet udaja Brno n=6

t, =125+75+35+6+10,5+12,5+10,5+14 =77
t, =1+2+35+5+75+9=128

mrtD) 484 72/2-77=7

u, =m*n+

m(n+1) _

u, =m*n+ ....nevim

Vypracoval Hlimak
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Regresni analyza
Regresni funkce - £ (Y |x)
- stfedni hodnota podminéného hodnoceni veli¢iny Y zavisi na volbé podminky (v

hodnot¢ veli¢iny x) a je tedy jeji funkci. Tato funkce se nazyva funkci regresni
veli¢iny Y vzhledem k X

- E(Y|X)= Tyf(y|x)dy - jen funkce x

- Zakladem regresni analyzy je na zaklad¢ nahodného vybéru odhadnout regresni funkci
nebo testovat hypotézy o regresni funkci nebo o parametru této funkce

- Parametry regresni funkce nazyvame regresni parametry nebo téz regresni koeficienty

- Odhad parametr mam pak umozni pfedpovédét veli¢inu Y pro néjakou danou
hodnotu x

- Zakladnim modelem regresni analyzy je model, kde proménné x;, Xz, ..Xx jsou
pevnymi (nenahodnymi) proménnymi a ndhodné veli¢iny Y1 maji 1 rozptyl a jsou
nezavislé

- Jednoduchym modelem linearni regrese budeme nazyvat model Y, = o + fx; + ¢,

- &, -Jsou nezavislé ndhodné veliciny pro, které plati sttedni hodnota vSechna
E(g,)=0, disperse D(g,) =6

- & - senaziva ndhodnd poloZzka (zahrnuje ptisobeni ndhodnych vlivi)

- Pfimka: y = a + fx - se nazyva regresni pfimka £ - jeji smérnice

- Neznamé parametry a, f5,5°

- Budeme po fadé znacit 4, B, S’

- Bodové odhady «, S ziskdme metodou nejmensich ¢tverct

% {¥i, Xi)

Yi|. - -

Xi

-soucet ¢tvercl rezidui (rezidudlni soucet ¢tvercl) ESS (efor sum of squares)
n
~ \2 .
—?Z(Yi— Yz) = min
i=1

EsS =Y (i~ Vif = ¥ (vi~(4+ BXi)) = ¥ (vi- A~ BXi) = ¥ (%% =

= 3" (Vi —24Yi - 2BXiYi+ 4° + 2ABXi + B> X i)

ag% = (-23 ¥i)+ 204 +2BY Xi
% = (23 xivi)+ 243 Xi+2BY X%
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0 A——— =0 - soustava normalnich rovnic

oB

Vypracoval Hlimak
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Resenim normalnich rovnic :
n(z XiYij - (Z ij(z Yij

i=1 i=1 i=l

B= >
ny X%- (Z ij
i=1 i=l
A=Y -BX (A = lz Yi—BLZXij = (Y,)?)ena regresni piimce!!
= =

- dé se ukdazat, ze ESS je minimum (dle druhych parcidlnich derivaci vétsich nez nula)
- A,Bparemet. a,f

- Nevychylena (tj. E(B)=f a E(4A)=«a)

Piiklad: 4.2.1. str. 113

Vzorek Koncentrace v % | Index lomu

1 0 1,3329 1,44

2 10 1,3440 1,42 1

3 25 1,3612 1.4 1

4 33 1,3693 1,38

5 40 1,3761 :zi

6 50 1,3881 va2 ]

7 60 1,3970 1a -
8 80 1,4142 s 3 4 5 &
9 100 1,4291

y(x)=a+ px

ni)ﬁn—i)ﬁin

1) b=—-H E—=10,000973  §=13361+0,000973x
ny X’i- (z le
i=1 i=1

a= lZYi—EZXi =13361
n n

2 ) Pro koncentrace 76,2%
y=13361+0,000973*76,2 =1,4102426

3) urcete ,,vyrovnanou‘ hodnotu indexu lomu pro koncentraci 60%
60% y =1,3361+0,000973*60 =1,39448

Jak charakterizovat variabilitu Y?

b —_—
Sy = Z (Y i-Y )2 - charakterizuje celkovy rozptyl —celkovy soucet ¢tverct odchylek

i=l1
Nas nejvice zajima soucet ¢tvercli odchylek od regresni piimky jako charakteristika rozptylu
kolem regresni piimky
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Za predpokladu &, maji navic (k nezavislosti a stejnému rozptylu a £ (gl. ) = 0) normalni

rozdéleni je maximaln& vérohodnym odhadem parametru &° statistika

A 1 &
0 =8%e = —ZZ (Yi -A- Bxi)2 - tzv. rezidualni rozptyl
n—2 i
n 2
Kde z (Yi— A— Bxi) - je rezidualni soudet &tvercii Se - vysvétluje &ast celkové variability,
y=1
ktera je zpiisobena ndhodnymi odchylkami

(Sezzn:(Yi—fi)z =§n:(Yi—A—Bxi)2j

i=1 i=l

Zbytek — tzv. vysvétlitelny regresni soucet ¢tvercl odchylek St

Stzz(ﬁ'—?)z:i(mmi—?)z Sy =St+Se

i=l
sy=>(Fi-7) +> (vi-¥if
i=l i=l
. . . . St
Podil vysvétlené &asti rozptylu celkovému rozptylu vyjadfuje index determinace /> = —

Sy
(pozor 1—1°=koeficient determinace a udava jaka ¢ast neni vysvétlena regresnim modelem™)

Index determinace urCuje jakou ¢ast variability 1ze vysvétlit danym modelem, nabyva hodnot
<0,1>

Napt. 17 = 0,9 znamena, Ze 90% variability 1ze vysvétlit regresnim modelem a zbylych 10%
je vlivem nédhodného koliséni
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Test B
HO:p=p, Hl:p=p
T= % z (x;)_c)z - studentovo s n-2 stupni volnosti

mez

a:H0=a=a, Hl:a #«a,
HO:a+px=y, Hl:a+px+y,

Linearizace regresnich funkci
- jeto transformaci -> pfevedu na linearni funkci
—>Iny=Ilna+b*Inx

- napt. y = ax’ zlogaritmovanim y' =Iny............. x! =1Inx,

y'=a'+bx'

Korela¢ni analyza
-analyza tésnosti vazby mezi veli¢inami
cov(X,Y)

Vybeérovy koeficient korelace
- necht je dan dvojrozmérny ndhodny vybér ((X Y ), (X A ),..(X . Yn)
_ cov(X,Y)

o SXSY

-XY p

s, = a-x)

n
-8, = %(Yi—l_’)z

Vlastnosti R, , :
I Ry, e(-1])
2. Ryy =Ry,
3. RX+b,cY+d=R,, pro ac>0
4. R X+b,cY+d=R,, pro ac<0
p test
- (X,.Y,)(X,,7,).(X,.Y,) ze zikl. souboru (X,Y)
-které maji N(u, 1,;5,6,)!
-HO:p=0 Hl:p#0
Nekontrolované — neni linearni zavislost ~ kontrolované — je linearni zavislost

Za ptedpokladu NRA p=0

R .
T= - *Jn—2 ma studentovo rozdé€leni s n-2 stupné volnosti
1-R

Vypracoval Hlimak
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KdyZ nevim zda X,Y maji NR, nebo chci obecné jinou zav. Nez linedrni (monotonni funkce)
=>» aplikujeme Spearmaniv test (vychazi z pofadi hodnot xi, yi porovnani)

R - spearmantv korela¢ni koeficient

R, =1- 6 Ri — potadi jednoho vybéru, Qi — potadi druhého vybéru

n(n2 - l)i (Ri - Qi)2
i=1
HO: neni korelace ~ H1: je korelace
RS=.....

V tabulkéch kritické hranice pro riznd o

Priklad 5.4.3

Xi (potadi v NHL) 1 2 3 4 |5 6 7 8
Yi (pfijem) 375125 11,9 (33(2,15]2,0 3,0 2,88
(Ri _ Qi)2 8 4 1 7 3 2 6 5
n=8

R = 6

- *(494+44+44+9+4+16+1+9)=-0,143
8(64 1)

a=005 R, =0905

|— 0,143| <0,6905 = nezamitame HO = neni korelace mezi pofadim a pfijmem

Vypracoval Hlimak
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Priklad 5.4.1
a =0,05 ?korelace mezi X,Y

Za ptedpokladu, ze X,Y maji NR (normalni rozdéleni)

Xi 94 98 127 88 95 111 75 102 82
Yi 2,1 1,9 3,5 1,5 3,2 1,6 1,9 2,5 1,9
HO:p=0 Hl:p#0
T= = *n—-2 ma studentovo rozdé€leni s n-2 stupné volnosti
1-R
_ 1 R
> XiYi-nXY nZ(X’—X)(Yl—Y)

=0,3425 r=

r:\/z)az_n?ﬁznz_n? \/iz (xi— %) \/’112 (vi—7)

OPH
0,023 0,025
] I
1,0342 2,306

1,03 l| < 2,306 = nezamitdme = veli¢iny jsou nekorelované (tj. neni linearni zavislost mezi
X.Y)

Druhy zptisob:

Xi 94 98 127 88 95 111 75 102 82 85

Yi 2,1 1,9 3,5 1,5 3,2 1,6 1,9 2,5 4 9
7 10 4 6 9 8 2 2 3

(Ri—Qi)2 1 9 0 9 16 25 36 0 4 36

6 :
Ry =1-—""—%133=0,19394
10(100 —1)

Ry o510 = 0,6364

0,1 9394| < 0,6364 = HO nezamitame = neni korelace
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Metody odhadu:
=> momentd
=> max. vérohodnosti
=> jiné (napi. Baysova metoda)

¢ - skutecna hodnota parametru
- jeho odhad

1. odhad je konzistentni

-Vve)0 Iim Pq¢? - ¢‘ < 5)= 1 (4. s rostoucim n vybéru konverguje odhad ke skutecné

hodnoté¢ podle pravdépodobnosti)
2. odhad je nevychyleny

- Elp)=¢

3. odhad je defektivni

- D(gz;): min

Metoda max. vérohodnosti
Funkce vérohodnosti

n
n

n n
i 4)= ,.ZP(XW) -X,,X,,..x, - realizace, r - zkratka pro nasobeni (7 =1-2-3%*.n
xl’x27“xn5¢ ) i=1 i=1

7 f(x;:9) =l

L
Maximalizujeme L - tedy d_¢ =0

(x—u)’
1 - 2
N(u,5) f(x)=m*e 2 x & (= o0,00)
(x—p)°
257

L(xl,xz,..xn;y;§)=Zr1

1 %
e
o2

n . 2
lnL(xl,xz,..xn;,u;é):z In ! —1n5—Mlne -lne=1

1| 27 267

oL’ oL:,
o 08

-vypocitaji se tyhle dvé parcidlni derivace
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