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1. ELEKTROSTATICKE POLE

Piiklad 1.1 b
Jakou silou na sebe plisobi dva kladné naboje velikosti 1 C vzdalené od sebe 1 m ve vakuu?

ReSeni: Dva naboje o velikosti Q; a Q, vzdalené od sebe » na sebe pusobi silou, kterou uréime

z Coulombova vztahu. (Budeme pocitat jen velikost této sily, sila piisobi ve sméru spojnice naboji a je

orientovana smérem od druhého ndboje, maji-li oba naboje stejnou polaritu nebo ke druhému naboji,

maji-li naboje riznou polaritu.)

1.1
F= Q1Q22 = 5 =8,988.10° [N].
dmsrt 4m-8854.1077 11

Naboje se odpuzuji silou 8,988 .10° N. Je to zhruba sila, kterou Zems pitahuje ptedmét o hmotnosti
jednoho milionu tun — napf. krychli vody o hrané 100 m. Klidova hmotnost elektronu je 9,1089.10° kg
a jeho naboj je -1,602.10" C, takze naboj o velikosti -1 C by vytvotilo 1/1,602.19" = 6,2422.10"*
elektrond a jejich hmotnost by byla 6,2422.10" . 9,1089.10™" = 5,6860.10™* kg.

Priklad 1.2 : D
V pocatku pravouhlé prostorové souradné soustavy Oxyz je umistén naboj o velikosti Q. Uréete
intenzitu elektrického pole pro kazdy bod prostoru s permitivitou .
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Refeni: Intenzita elektrického pole E je sila, ktera by v daném misté prostoru pisobila na kladny
jednotkovy naboj. Je tedy dana pomérem sily ku naboji, a ma proto fyzikalni rozmér N/C (nebo V/m).
Sta¢i tedy vypocitat sflu, ktera by pisobila na kladny jednotkovy ndboj umistény do bodu se
soufadnicemi [x,y,z].

Podle Coulombova zékona pusobi na naboj O vzdaleny r od néboje Q sila o velikosti

F;%,

4re r?
takZe velikost intenzity elektrického pole vytvafena nabojem Q je

F Q

- Q2 —47I5r2

Tato sila pisobi smérem od naboje Q, je-li polarita obou naboji shodna a k naboji O, je-li polarita
nabojui O a O, rozdilna. _

V naSem ptipadé predpokladame Q, = +1 C, bude-li Q kladny, bude sila (intenzita elektrického pole
E) pusobit ve sméru spojnice Q — Q; smérem od naboje Q, bude-li Q zaporny, bude sila (intenzita
elektrického pole) plisobit smérem k naboji 0.



1. Elektrostatické pole

Pro uréeni velikosti intenzity potfebujeme jeste vzdalenost 7. Je to vzdilenost dancho bodu [x,y,z]
prostoru od pocatku. Plati

r=qx? +y? 4z

Proto velikost intenzity elektrického pole vytvaifeného nabojem Q umisténym do poéatku soufadnic je
v misté prostoru [x,y,z]

s O _ 0

- 4rer? - 47rs(x2 +y2 +22)-

V mnoha ptipadech mize byt pro nas dalezité ur¢it intenzitu elektrického pole ne jen velikosti a
slovnim doprovodem, jak je to s jejfm smérem a orientaci. V tom ptipadé je vhodné udat vektor intenzity
elektrického pole jeho tfemi soufadnicemi (priméty na osy x, y, z) . ,

Jak vidime z obrazku, je vektor E nasobkem vektoru r s po¢ateénim bodem v podatku soufadnic a
koncovym bodem v misté [x,y,z], kde urCujeme intenzitu pole E. Proto pomér velikosti vektoru intenzity
elektrického pole E k velikosti vektoru r musi byt stejny jako pomér slozek vektoru intenzity
elektrického pole E,, E,, E.ku odpovidajicim slozkam x, y a z vektoru r.

E_E _b _E
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odtud
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Er=Epr= 2 [ 2,2 L e N
!’| drasr” \x?4y?4z? AT HyT 2T ) x? 1y? 4z
_pr_ 0 y _ Q0 oy
Ey_EH_4 2[5, 2.2 4 (2 2 2)/2 72
TEF x4y +z TEXT YT+ [ UxT +y +z
£ -pZ o z

_ _ Y -z
£ Il 2 (2 2.2 20242 (2,2, .2
!l’| dmer” x? +y% +2 47rz—:(x +y +27 xP+ytiz
E=x"E,+y'E,+7'E, - ‘

Vektor intenzity elektrického pole miizeme urdit také podle vztahu E=E+’, kde #’ je jednotkovy
vektor rovnob&zny s r 4 se stejhou orientaci jako r. Nasobenim jednotkovym vektorem 7 vytvofime
vektor velikosti £ orientovany shodné s vektorem r, coZ je pravé hledany vektor. Jednotkovy vektor #’ se
od vektoru r lisi jen tim, Ze jeho velikost je jednotkova, tedy \/;2 +y* +2? krat men$i. Ve stejném
poméru jsou proto mensi i jeho soufadnice. Je proto

z
+y? Y +7°

Jx2+y? 422 N vzt NECTE
a nasobime-li tento jednotkovy vektor velikosti intenzity elektrického pole £ obdrzime vektor intenzity R
elektrického pole E. v ‘

X
1‘0 =x0

Piiklad 1.3 C

V prostoru s pravouhlou soufadnou soustavou Oxyz a permitivitou & jsou v mistech [0,4,0] a [0,-a,0]
umistény dva naboje o velikosti O; a (. Urcete intenzitu elektrického pole vyvolaného naboji Q; a O,
v kazdém bod¢ prostoru.

ReSeni: Rozmisténi naboji v prostoru ukazuje obrazek (osa x je kolma na osy y a z a tyto osy tvoii
pravotoCivou soufadnou soustavu, tzn. Ze pozorujeme-li osy y a z z koncového bodu osy x, pak prechod
od osy y k z je proti smyslu ota¢eni hodinovych rucicek, nebo-li osy x, y a z maji smér palce, ukazovacku
a prostiednicku pravé ruky). Z rozmisténi naboji je ziejmé, Ze elektrické pole bude rota¢né symetrické
okolo osy y. Intenzita elektrického pole v roving Oyz bude mit slozku ve sméru osy x nulovou. Najdeme-
li intenzitu elektrického pole v roving Oyz, potom rotaci této roviny okolo osy y jsme schopni nalézt
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enzitu elektrického pole v kterémkoliv misté prostoru. Pov§imnéme si, Ze postaduje nalézt intenzitu
ktrického pole jen v poloroviné roviny Oyz, v niz z > 0. Elektrické pole je symetrické okolo osy y .
zdy znaboju Q;, O, piispiva k vyslednému elektrickému poli sloZkou, kterou uréime podle
ulombova zékona.

E, = o r, E2=*“"—Q2 ry-

2
4ne r12 4drer,

> r1° a r, jsou jednotkové vektory k vektoriim r; a r,. Vektor vysledné intenzity elektrického pole je
i8tem vektori intenzit elektrického pole vytvafenych kazdym nabojem zv1ast, tzn.

E=E]+E2.

Vektory E, E; a E, uréime pomoci slozek ve sméru os y a z (slozka ve sméru osy x je nulova).
notkové vektory miizeme vyjadfit vztahy

0 0)y—4a

_ 0 Z 0 o yta 0z
rr=y — -

+2 —, =y +z >
ry 51 ) r

+y” je jednotkovy vektor ve sméru osy y a z° je jednotkovy vektor ve sméru osy z. Velikosti vektort r;
, tzn. 77, ; vyjadiime vztahy

n =\/(y—a)2 +z%, r2l=\/(y+a)2 +z2 .

Dosadime-li do vztahti pro E; a E; obdrzime
E, = 9 [yo J’—d+zoi} E,= 9 (y” J/+a+zoi)’

2
iy s r12 n n 4rer; % I

%) (y-a) 0 ) z
E =E, +E, =)’ )
1 iy tE; =) 471'3((y—a)2 +22) (y—a)z o +2 47[8(()/—61)2 +22) f(y—a)2+22

Podobn¢ ur¢ime E, - vyraz je témer stejny jako pro E; jen namisto Q; je O, a namisto (y - a) je
t a) a E ziskame jako soucet E; a E,.

Uvazme nyni, jak ur¢it intenzitu elektrického pole v libovolném bodé prostoru [x,y,z]. V tom ptipadé

vrl =\/x2 +(y'—a)2 +z% . =\/x2 +(y+a)2 +z%,
dnotkové vektory jsou

’ X —-a
0 o_+oy

X +a z
rl=x 0 0 0y 0z

PIEE et D ext Tyt 22 4y
h r n ) ) )
Opét postaduje tyto vyrazy dosadit do vztahd pro E;, E; a E, abychom nasli vyslednou intenzitu
itrického pole vytvareného naboji O; a O, v kterémkoliv misté prostoru.

ndmka: K vektoru r se slozkami x,,z, tzn. r=xx" +yp” + 2z’ je rovnob&zny jednotkovy vektor



1. Elektrostatické pole

X )—‘a 0 z
S +y? b +z —
w,x2+y2+22‘ Vet 4yt 422 Jx2+yt ez

Ze jde o rovnobéZny vektor je ziejmé z toho, Ze slozky jednotkového vektoru jsou nasobkem sloZek
vektoru r, Ze jde o jednotkovy vektor plyne z toho, Ze délka vektoru 7’ je jednotkova. (Také orientace
jednotkového vektoru #* je shodna s orientaci vektoru 7).

Priklad 1.4

Pro bodovy naboj o velikosti Q = 1 C umistény v poCatku prostorovych soufadnic O,x,y,z uréete
intenzitu elektrického pole, elektrickou indukei a potencial pro kazdy bod prostoru, prib¢h silocar a
ekvipotencialnich ploch. Permitivita prostiedi je € = 2,1gy g = 8,854 . 102 [Fm™].
Reseni: Intenzitu elektrického pole vytvateného ndbojem umisténym v pocatku je

o 0

2’]’9

E =
dzer

pro.nés ptipad (tedy O = 1C)
1

drer?

E= '1’0:

kde 7 je vzdalenost bodu [x,y,z] od pocatku a r’ je jednotkovy vektor rovnobény s vektorem s poatkem
v po¢atku soufadné soustavy a koncovym bodem v misté [x,y,z] prostoru.

Protoze predpokladame homogenni a izotropni prostfedi, je vektor elektrické indukce
r - 1 r 0 .

4m? 4mr?
pro Q=1C

D=¢F =

Potencial elektrického pole v daném misté vypocitdme jako praci sily intenzity elektrického pole pfi
piemistovani (jednotkového kladného nadboje) zmista, kde potencidl uréujeme do mista nulového
potencialu.

V nasem piipad¢ umistime nulovy potencidl do nekoneéné vzdalenosti od néboje v pocatku. Praci
intenzity elektrického pole zjistime nejlépe pii pohybu z mista [x,,z], v némz potencial uréujeme, po
piimce spojujici pocéatek a bod [x,v,z] smérem vzdalujicim se od pocatku. Pfi této volbé drahy intenzita
elektrického pole sméfuje rovnobeézné s dréhou pohybu, proto potencial

Teb\g =T : 1" !
go(x,y,z):j'E(r)dr=_f 0 3 dr:—Q—[~—J = 0 = .

r y dmer' dge| V'], Amer dzer

proQ=1C
Integracni proménnéd je oznaCena »’ pro odliSeni od vzdalenosti bodu o soufadnicich [x,),z] od
pocatku soufadnic r. Potencial ma jednotku J/C, bézné se ale uziva V (volt). Ve viech bodech prostoru
[x.y,z], které jsou stejné vzdaleny od pocatku, je tedy stejny potencial. Ekvipotencidlnimi plochami jsou

proto kulové plochy se stfedem v pocatku soufadné soustavy (misté, kde je nédboj Q).

Vypocitejme polomér kulové plochy, na niz je potencial roven 1 V.

12
r=—2 - : = 10 =4,287.10° [m]-
4mep  47.2]1.8854.107°1 233.28

Potencial 1 V vyvolava naboj 1C na kulové plose s polomérem 4,3 milionu km! Potencial 1000
V stejny naboj vyvola na kulové plose o poloméru 4300 km, tedy pofad v obrovské vzdalenosti.
Potencidl jednoho milionu voltd vyvola ndboj velikosti 1C na kulové ploSe o poloméru 4,3 km. Je
ziejmé, Ze naboj 1C je skuteéné velky. ProtoZe intenzita elektrického pole i elektricka indukce jsou
vektory smétujici radidlnim smérem od pocatku, jsou elektrické silo¢ary i indukéni ¢ary polopiimky
-z poc¢atku smétujici vSemi sméry. Silocary jsou kolmé k ekvipotencialnim plocham.
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Fiklad 1.5

Elektrické pole sledujeme pouze v roviné Oxy . RozloZeni potencialu elektrického pole v této roviné
> popsano funkei @(xy) = 15xy + 10 [V] . Z potencialu urCete intenzitu elektrického pole v kazdém
odé roviny. V prvnim kvadrantu roviny Oxy pak uréete prib&h ekvipotencial a siloCar. Pro bod roviny
= [1,2] dale vypocitejte potencidl a intenzitu elektrického pole a zakreslete do grafu pribéh
kvipotencial pro 10, 25, 50, 75 a 100 V a priibéh nékolika silocar.

leSeni: Pribéh ekvipotencidlnich ploch najdeme velice snadno. Jsou to mista, ktera maji stejny
otencial. Hledame-1i plochu s potencialem o, potom

P=15xy +10
Ze vztahu je zfejmé, Ze v tomto piipadeé (kdy se pohybujeme pouze v roving) je ekvipotencialni
lochou k7ivka. Tu miZzeme vyjadiit jako funkci
@y —10
T 15x
“prvnim kvadrantu jsou x,y > 0, proto vyZadujeme ¢, =10 [V].

e vztahu je ziejmé, ze ekvipotencidlami jsou ramena hyperbol v prvnim kvadrantu. Ekvipotencialni
lochou pro 9o = 10 V jsou v prvnim kvadrantu kladné ¢asti os x,y. :

od, ktery lezi alespoit na jedné z os, ma alespori jednu soufadnici nulovou a proto ma potencial
0=15.x.y+10 = 0+10=10[V]

ribéh ekvipotencialnich ploch (€ar) pro nékolik riznych velikosti potencidlu je na obrazku.

3
S

tencial elektrického pole v bodé B =[1,2] zjistime snadno dosazenim do ¢(x,y)
0(1,2)=15.1.2+10=40 [V]

weN

finovali jako praci intenzity elektrického pole po draze spocatkem v bodé, vnémZ potencial

¢ujeme, do mista (bodu) nulového potencialu.

By [xoaJ’oJo ]

gp(x, ¥, z) = f Edl
Axyz]

je bod se soufadnicemi [x,y,z], j. misto, kde uréujeme potencial; B je bod se soutadnicemi[x,, y,, z, |-

bod s nulovym potencidlem. Integrujeme po n&jaké dréze spojujici A s B. Dejme tomu, Ze v bod¢
y,z] (tedy v bodé& prostoru) je potencial o(x.y,z).

tomto bod¢€ necht’ je intenzita elektrického pole

E(x,y, z) = fEx (x,y, z) + ny (x, y,z) + /EEZ (x, ¥, z)‘
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Zajimejme se o to, jaky je potencial vbodé [x + dx, y + dy, z + dz], tedy v bod¢ vzdaleném od
pavodniho 0 G/ =7dx+ jdy+kdz, Viz obrazek.

Vektor E vykona na draze dl praci
dd=E-di =(7E,(x,3,2)+ JE, (v, y, 2)+ KE,(x,7,2) ) - (e + Jay + k)=
=E,(x,y, z)- dx+E, (x,y,2)-dy+E,(x,y,2) dz

(Skalarni soucin je roven souctu soudinti odpovidajicich slozek obou vektori)

[+ +dn.z +ds]

&k

J—F}’

Jak to vypada s potencidlem bodu [(x+dx),(y+dy)(z+dz)] ? Je pravé o d4 mensi neZ potencial
v bodé (x, y, z), nebot’ potencidl je definovan jako prace intenzity elektrického pole z mista, kde potencidl
urujeme, do mista potencidlu nulového.

(p(x+ dx, y+dy,z+ dz)= gn(x, ¥, z)—dA =
= (p(x, ¥, z)—(Ex (x, ¥, Z)- dx + Ey (x, ¥, Z)- v+ E, (x, v, z)- dz)
V prostoru mame uréeno potencialni pole vztahem olx.y,2 )
V bodg (+dx.y +dy,z +dz) yrgime potencial pomoci diferencialu

oplxy,2) ., Oplx,y,z) i Oplx.y.2)

qo(x +de,y+dy,z+ dz)=(p(x,y,z)+

Ox P o
Porovnanim poslednich dvou vztahii
Ex(x: 2, Z) = —-%ﬁé&_zv)
oolx, y,
Ey(xay, Z): _MiTyz)
Ez(xa y,Z): —M
Oz

¢ili

E(x,y, Z): ;Ex (x, y, Z)-l—jEy (x, y, Z)+ ]‘C’EZ (x’y, Z): _(; 8?(32 y) Z)+)’ ago(};yya Z)+l€ a?’(i;’ y’ Z)) =
x S z

.8 -0 -8 |
=] — j — k— . = —V = — -
(: ot 82] olx,y,2)=-V-0lx, y,z) = ~grado(x, y, z)

s 9 se nazyva operator nabla .

2
dy Oz
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sem dvojrozmérném piipadé

S5 o) {7202 50ty tsy )

=—7-15y—j-15x
Ex(x,y)=—15y
Ey(x,y)=—15x

d& B=[12]je

E, (12)=-15-2=-30 [Vm"]
E,(12)=-15-1=-15 [Vm"]

ikresleni intenzity elektrického pole do grafu a  vypocet absolutni hodnoty této intenzity jsou
1.

1aji nas rovnice kiivek — siloCar. ProtoZze zname intenzitu elektrického pole v kazdém bodé
-antu, zname vlastné v kazdém bod& smérnici siloary prochazejici timto bodem.

V=Ey(x:y)_ —15x =i(i sili ﬁiz_—_i

¢ Ex(x,y)_—IS.y y e y

> diferencialni rovnice pro ureni ary V= Y(x) | ktera splni pozadavek na derivaci pro kazdy sviij

i rovnice & _ £ Ex’ 4 ; nemusi byt vZdy snadné. V nasem konkrétnim ptipad¢€ ale dostaneme
dx E/lx,y

vdy = xdx = j'ydy = _f xdx + konst,
[

y? =x% +konst = x* — y* +konst =0

1ame se o feSeni v prvnim kvadrantu, tam plati X,y 20. Pro konst = 0 je feSenim y = x, ¢ili osa
antu.

1 bychom chtéli nakreslit silo¢aru jdouci bodem [xo, y,], potom pro x =x, a y =y, musi platit
10'=x¢* + konst = konst = yo'-xo*

ka ma rovnici

12 = X2 + (yoz _ XOZ)

: rovnice siloary prochazejici bodem [xo, yo . -
ice

2 = x> + konst

nice soustavy rovnoosych hyperbol s osami v osach x a y roviny Oxy . Lze ukazat, Ze tato soustava
bol (silo¢ar) je soustavou k¥ivek kolmych na soustavu ekvipotencialnich ploch.

ad 1.6 D
poététe (thel mezi dvéma vektory intenzity elektrického pole E; = 22X +3y + 7 aEy=X -6y + 2.
1i: Pro skalarni soucin plati

N\ Ey=E Ey+Ep Ey+E Ey,=E; Eycoso=-15 (V/m)’

> absolutni hodnoty plati

E | =B+ E} +E)"=3,74 Vim,

E| =(E;’ + By} + E;)) = 6,16 V/m.
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Pro vektorovy soucin plati
x! 50 20
2
E\xE, =|Ey, Ey, E, |=9x" -y’ -15¢" (V/m),

E2x E2y E22
|E, x E,| = E,E, sin e =17,52 (V/m)".
Tedy
Cos A = E1 . E2 /(E] Eg) =—-0,651,
sina = |E; xE, |/ E\E, = 0,760 -
Proto o = 130,6°.
Piiklad 1.7 | ' C
Vektor r sméfuje z bodu P(x 'y z") do P(x,y,z). Urete pro pevny bod P a pohyblivy bod P’ grad’
(1/7) a naopak pro pevny bod P’ a pohyblivy bod P grad (1/r). UrCete div 7 .
ReSeni: Pro pevny bod P a pohyblivy bod P’ plati

o o O 8 o xU pt 0 40
ad(l/r)y=—-—x"——ypy ——27 =+ 5+ =—>
grad'(1/7) ==— @y o S T P

kde r’ je jednotkovy vektor podle 7. Pro pevny bod P’ a pohyblivy bod P plati

0 g 0 0 0 0 xo y0 zo ro
dl/ =—_ + - +— = — Y =
grad(l/r) > ayy 5 ¢ I R
Pro div r plati
divr = §£+8_r+§r__1+1 1=3.
ox dy oz
Priklad 1.8 D

V prostoru jsou dany dva vektory intenzity elektrického pole E; a E; svymi absolutnimi hodnotami
(moduly) E; =5,5V/m, E;=8,1 V/m a dvéma smérovymi kosiny (k ose x a y) cos (E| x "= 0,30; cos
(ELy ¥=0,37; cos(Ez,x) 0,82; cos (Ez,y) 0,11.

Urcete 1) E\+E; 2) E,. E; 3)thelamezi E\aE; 4)E\ < E;.
ReSeni: 1)Abychom mohli seCist vektory E; a E; musime v prostoru znat viechny tfi jejich slozky tj.
LBy, By, g Eos Egyo By Slozky vypoéitame z modult a smérovych kosint. Pro smérové kosiny plati
cos (EL x') + cos’(Ey y") + cosz(El, D=1
a podobné¢ pro druhy vektor. Proto
cos(E; 2y =(1 - 0,3*- 0,37%)"* = 20,88,
cos(E, 2%y =(1 - 0,827 - 0,113 = +0,562.
Potom
E, = Efcos(E, Xy 2+ cos(El,yo) ¥+ cos(E,, D 1=1,65x"+2,04 )"+ 4,84 ZV/m,
E, = Ej[cos(E;, x") X"+ cos(Es, y°) y’ + cos(E, ) 771 = 6,64 X"+ 0,89 )"+ 4,55 2" V/m
E +E,=829x"+2,933"+9397"V/m
2)Ey. Ey=Ej, Ey + Epy Epy + Ey, By, = 34,77 (V/m)
3) Pro skalarni souéin plati E,. E, = E; E; cos a. a tedy cos o = E; . E, /(E;E;) = 0,78. Takze o = 38°.



1. Elektrostatické pole

x0 y0 z
\XE, =| E, E, B, |=497x" +24,63p" 12,08 ° (V/m)?

EZx E2y E22

0

|E,x E,| =278 (V/m)’

lad 1.9 D
“prostoru je déna rovina z = 0 a vektor 4 =3 x” + 5 3° + z’. Urdete te¢nou a normélovou slozku
ru A vzhledem k dané roving.

mi: Teénou A4, a normalovou 4, sloZku daného vektoru A uréime ze vztahd
0
xAi=4 0 —
A=A, nta=4,

" nasem ptipadé je normala roviny n’ = 7°, takze

4, = 2" xBx? +5p" +20 )| =|-5x" +3y7| = (34" = 5,83

4, =7"(Bx’ +5y" +7°)=1

n

lad 1.10 C
e dan potencial o = K(xy ~z? ) [V]. UrCete jeho gradient v bodé x =2,7; y =2 a z =2.
ani: Gradient je

grad(o:%%xo +%’yo +?z0 -—-K(yxy‘1 X’ +inx x?y’ -2z x”)= K(5,4x0 +7,24y" —4x”) [V/m]
iz

dad 1.11 - C
Jréete grad (A.B) pro vektory A =3 x" +4y’+57’a B=xx’ +yy'+z7.
eni: Plat{

grad (A.B) = grad (4, B, + A,B, + A.B)=grad Bx + 4y +52)=3x"+4'+57".

dad 1.12 C
jistéte, zda miZe byt vektorové pole 4 = (x’ 1) x” + Xy yo popsano skalarnim potencialem.
eni: Vektorové pole lze popsat skalarnim potencialem tehdy, je-li rotace daného vektoru rovna nule

x0 y0 zo
0|0 0 9 9 N0, O(a_a)o Oy O(a2 2} 0_
P - o) +az(x ¥y J{ax(xy) ay(x y )}z
=32 % 0

=0x? +0p? +(y+2y)’ %0

» daného vektoru 4 tedy nemiiZze byt popsano skalarnim potencidlem.

<lad 1.13 D
/ypoéitejte, jak velky musi byt polomér osamocené vodivé koule ve vakuu, kterou Ize nabit nabojem
= 1 C, aniZ nastane srSeni. Elektricka pevnost prostfedi je £, =3 MV/m.

eni: Ze vztahu pro intenzitu pole £ =, / 4ze,r* vypotitame

re |- _saqm.
ey b,



1. Elektrostatické pole

Piiklad 1.14 ' D
V elektrickém poli je v misté A potencial 300 V a v mist¢ B 1 200 V. Jakou praci jé potfebné

vykonat, abychom pienesli kladny naboj Q = 3.10°* C z mista A do B.

ReSeni: A=Wz— W, = O(@s—@4) =3.107(1 200 — 300) = 27.10°J.

Priklad 1.15 B

Uréete vztah pro potencidl dvou velmi dlouhych rovnobéznych nabitych vodi¢d zanedbatelného
prufezu nesoucich naboje +t a —t . Vztah upravte pro piipad tzv. liniového dipdlu, pro ktery plati a << r
. Stanovte intenzitu tohoto dip6lu.

¥
£,
E,
-T
.
2
.
// 7, a
X
i

ReSeni: Pro jeden vodié plati (uvaZujeme Gaussiv vélec o poloméru 7 s osou na vodiéi) E2nrl =74 lfe.
Proto E, =1, [2re. Integraci dostaneme

T

¢7= lnr1+K1'
27

PouZijeme metodu superpozice. Vysledny potencil vyvolany nabitymi vodici je

¢=¢1+¢2 =—“1“lni‘1+K1+——z:—lnr2 +K2 =Llnr_2+K
‘ 27e 2ne 2me  H

Volime-li referen¢ni bod pro potencial na symetrélé vodica, tj. pro ror; =1, je K=0.
Je-li a << 7, pak lze psat

2
a ( a
T . r+acosa ;L cosa T \1+rcosa)
p=—t LB e T k=t ks
2w r—acosa 27me a 2rme a 2
l-—cosa 1=l Y cosa
r ¥

ziln(1+£cos a]+K
e ¥

Rozvojem v Taylorovu tadu ziskame pro logaritmus ptiblizny vztah

a a
Inf1+—cosa |~ —cos&
7 ¥

Odtud pro potencial liniového dip6lu 4, = Ll osark
nEr

Oznacime-li p' ~ 2ar, j€ g ;= P osa+K,kde pje moment liniového dip6lu.
27er

Intenzita elektrického pole mé ve valcové soustavé slozky

10



1. Elektrostatické pole

__% a __lo¢
or ¢ rda
/
4 P 14
E, = cosa, E, = sina, |E|= .
T 2mer? * 2ma? } 27ar?
ad 1.16 B

leznéte rovnice ekvipotencial z predchazejiciho ptikladu.
i : Ziejmé miizeme vySetfovat ekvipotencidly pouze v roving. Vysledny potencidl je
p = L ln & .
2re R
o gur _ Y] _ 2, 2
jadiime R;=[(a—x)" +y7]" a R,=[(a+x)" + )]
R,/ R;= k. Proto

Y2 Pro ehipotenciély musi platit ¢ = konst. Z toho

2 2
R

(a—x) +y?

/ 2 2 2
x_ak +1 +y2_[ 2akj .
k-1 k-1

\

k2 +1
2

vipotencialy tedy tvofi kruZnice se stfedem na ose x v bodé (a ;o}a jejich poloméry jsou

|

ad 117 | | A
Cete kapacitu na jednotku délky dvouvodi€ového vedeni s polomérem R a vzdalenosti mezi stfedy

¥

‘L"._ _."qu .
- . . %_OV “‘.' - -~y
- " a B
“‘* '*.- \ 2 | ; R-} Y
R st SRR NS S S S VA LA
—T ) - 1 ‘ : . : t kS ._-3
) , : TPy
- -~ y ’ ~ ‘,\' - - %
a a '

ni: Povrch nabitych vodiéa tvofi ekvipotencialni plochy a jsou to dvé véalcové plochy. Tato situace
mina piedesly piiklad nekoneénych vodi¢i o zanedbatelném poloméru. Zejmé plati

\im vyloucime 2a

11



1. Elektrostatické pole

R k
D K+l

Rk* -kD+R=0

R 2R
1 kdyz skuteéné vedeni neni nikdy nekoneéné dlouhé, miizeme uvaZzovat, Ze je mnohem del3i nez
vzdalenost mezi stredy vodi¢a D. :
Jestlize z diivodu symetrie predpokladame, Ze potencidl na ose symetrie je nulovy, pak potencialy
jednotlivych valed ¢, a ¢_ lze psat jako

T
=——1Ink
i 27e
= Ink.
.¢_ 2ne

Napéti mezi obéma valci (vodici) je
T
U=p.~p, =—Ink-
e

Proto kapacita vedeni na jednotku délky C/7 je

C_r_7 _ i )
[ U Ink o D+VD? -4R”
- 2R
Obvykle byva D>>R a proto
C. 7
I In(D/R)

Pozndmka: Pro D>>R lze pouzit alternativni postup. Pro integraci zvolime spojnici stfedi obou vodiéa.

Napéti je tedy
[P L O —.—Q~1n(2]a

0
Y dmle IL)‘“ 2r(D-r)le e a

coZ vede na stejny vysledek.

Priklad 1.18 ’ B

—f/é

2f

Uréete vztah pro potencial ¢ a intenzitu pole E naboje spojité rozlozeného podél usecky délky 2:
v obecném bodé Alx,y], je-li délkova hustota naboje 1y =kownst.
ReSeni: Protoze zname rozloZeni ndboje, mizeme jeho pole feSit superpozici poli jednotlivych
elementarnich mnozstvi. Potencial do elementarniho bodového mnoZstvi v bodé A je
d{ﬂ = @l +
- Ane'r

K

12




1. Elektrostatické pole

Dy dosadime dQ, =7,dZ 8 r =+/(x &) +»?

e
_ o ds
edny potencial v bodé A je tedy dan integralem
Ty T‘[ as
M (- ¢) +y?

sdeme substituci ¥ ~¢ =% -d5 =dz takZe

+K

+K

x-{ _ x-1
go——TL j——-qf—+K=——T°—[ln(z+w/zz+y2)] +K
4re 3+ of 22 + y2 4ne ) x+

ncial v bodé A

=T—°1nx+l+ (x+1) +2 vk V]

ame 1+ (x~l)2 +y2

:nim tohoto vztahu pro = K bychom ziskali rovnice ekvipotencialnich ploch (je jimi soustava
fokalnich rota¢nich elipsoidi).

' E=—grad ¢

E=-gradp= —grad[—@— n
nE

x+1+4/(x+1)* + 2
x—l+y(x=1) +y?

=__TL 1 1 x0+ x+1 _ x-1 yo -
arme \fx 1)2 +y \/(x+l y\/(x+l)2 +y2 y\/(x—l)2 +y2
T

= —()—[(sin oy -sina2)x0 +(COSC¥2 —cosal)y(']-
4rmey .

derivaci podle y je vyhodnéj §i derivovat vyrazy

1nx+l+w/(x+l)2+y2 _lnx+l+1/(x+l)2+y2 lnx—-l+w/(x—l)2+y2 :
x—l+w/(x—l)2+y2 Y Y

klad 1.19 B

sod’te vztah pro kapacitu kulového kapacitoru (dvé soustiedné koule s poloméry R; a R,).
ieni: Napéti je dano

Gpgr= L d Q Rl
4”5 }"2 47[8 R1R2
oto

13



1. Elektrostatické pole

Priklad 1.20 C
Mezi elektrodami deskového kapacitoru s délenym dielektrikem je pfipojeno napéti U =1 000 V.
Tloustky vrstev dielektrika jsou a; =20 mm, a, = 40 mm, permitivity jsou &, = 4 a g, = 2. Vypocitejte
intenzity elektrického pole £; a E> a indukce D; a D; v obou vrstvach. Stanovte plosnou hustotu volného
naboje o7 na deskach kapacitoru a hustotu vazaného ndboje o, na obou rozhranich mezi dielektrikem a
elektrodou. Uréete zavislost ¢ (x).

a4

¥ " i

©,= 1000V

ReSeni: Z podminky na rozhrani D, =D,, Plyne D =D, & g E =&,E, -

Celkové napéti je —U = E,a, + E,a, - Odtud

&
U :_El al +a2”"‘
&

E, =-Ul/ a +a, X |=-1000/(0,02+2-0,04) = -10* V/m
52 :

E, =f1_E1 =-2.10*V/m
&

Ze vztahu D =¢,50E vypoCitame
D = gy8,E, = gy6,E, = ~3,54-107 C/m’
Plo$na hustota volného néboje je co do velikosti na obou deskach stejna
o/|=D=354107 C/m’
Plosnou hustotu vazaného naboje na rozhrani prostiedi o permitivité &, ¢, je
G, =P, =P & D=gyE+P |
0| =|D—g,E;|=2,655-107 C/m’
42| =|D =80 E,| =1,77-107 C/m’.
Potencial je (intenzity maji smér zaporné osy x)
¢, =—E;x + K, _ v prostiedi s permitivitou &
@, =—E,x+K, v prostiedi s permitivitou &
Na rozhrani dielektrik plati ¢, (a1 )=, (a1)
Volime-li ¢, (0)=0je K;=0a K, =(E;—E;) a; =-200V a
p=10"x V pro 0<x<aq
p=2-10"x-200V  pro g <x<a,.

14
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1. Elektrostatické pole

ad 1.21 C

ilcovy kapacitor ma d€lené dielektrikum. Je pfipojen na zdroj napéti U. Stanovte permitivitu &, tak,
1apéti na obou vrstvach dielektrika bylo stejné U,z = Upc. Vypolitejte, jaky je v tomto pFipadé
1 E(r)/E(r;), kde E(r;) je intenzita ve vzduchu. Kolik by byl tento pomér, kdyby byl cely kapacitor
&n vzduchem? Rozmeéry jsou ;=20 mm, r; = 40 mm, #; = 60 mm.

ni: Potencial pole ve valcovém kapacitoru je

¢=—l~ln+K
27g

dtud napéti mezi poloméry »; ar,ar;arsje

UAB = ‘ ln r—z, UBC = ‘ n 7'_3
2re,eqg K 2rgy  n
: n
kre 1’2 o1’ aodtud £, =1 _n2 =171
& A 7y m’ Ini
ry 2
tenzita pole valcového kapacitoru je g = ,
2ner
Elr) _se5 _ 17120 0,855
E(rl) 807'2 40
‘0 vzduchovy kapacitor je tento pomér E(ry) “hlgs.
E(n) n
lad 1.22 ‘ B

réete pole rovnomé&rng nabité kruhové smycky na ose smycky.
ni: Maly oblouk o délce a d¢g umistény v bod€ M vytvoii elektrické pole dE v bodé P

Tadg

dF=——r ey
47z(a2 +22)8

1 je polomér a OP je osa z. Symetricky poloZeny bod M’ bude mit stejnou velikost intenzity, ale
bude na opaéné stran¢ od osy z v roviné MOP. To znamena, Ze sloZky kolmé na osu z se budou
mné rudit a sloZky ve sméru osy z s budou séitat. ProtoZze to plati pro libovolnou symetricky

(énou dvojici bodli, musime integrovat pouze slozky dE, = dE cos a

15



1. Elektrostatické pole

Tad@ 27 Zfad¢ 0 hot ‘:(‘:m) o
jo_ *=l T 3un2t T Sac
47'[8(62 +z ) 47[8((1 +2z ) re 4,»75(3-__--)- -

Na opaéné stran€¢ smycky bude na ose z pole o stejn€ velikosti. ale bude mit opany smér, tzn. E
sméfuje ve sméru vn&j$i normaly.

Priklad 1.23 B
Urdete pole rovnomérné nabité kruhové desky na ose desky.

Reseni: Budeme modifikovat fe$eni piede$lého piikladu. Uvazujme na kruhové desce elementérni
mezikruzi omezené kruZnicemi o poloméru R a R+dR.To odpovidd smylce z minulého piikladu.
Elementarni plocha o dilce R d¢ a Sifce dR budg nabita ndbojem s ploSnou hustotou . Tedy v bodé P na
ose z ve vzdalenosti z bude pole podobné jako pro smycku

zZ0 (27[RdR) 0

dE ==
¢ 47r£(R2+22)3/2

Integraci pro celou kruhovou desku, tzn. pro meze od R = 0 do poloméru desky a dostaneme

E =2ﬂ2020 ja RdR '
z A7e °(R2+22)3/2

Substituci R’+ z’= v’ dostaneme (z je konstanta pro integraci) 2R dR =2 v dv
0 - ) .\/a2+zz
1N
2¢g

E =
g E v 2¢e

v vt +z*

v z
Ovsem plati, Ze pole je symetrické na obou stranach desky a smétfuje vzdy ve sméru vn&jsi normaly
k desce {pro kladny naboj).

Piklad 1.24 ' C
Uréete pole rovnomérné nabité nekoneéné desky.
ReSeni: Pouzijme predesly piiklad. Jestlize plogna hustota o je stejnd, pak pro nekonednd velkou
desku (a—0) plati

Ez = i z 0 .
2&

To-je pozoruhodny vysledek, protoz vilbec nezavisi na vzdalenosti z. Jinak fe¢eno pole ma vSude
stéle stejnou velikost a smér. Opét plati, Ze pole je symetrické na obou stranach desky a smé&fuje vidy ve
sméru vn€jsi normaly k desce (pro kladny naboj).

Pozndmka: Stejny vztah ziskdme, budeme-li uvaZovat Gaussiv véalec tak, ze horni a dolni podstava leZi
na opacnych stranach desky. Jsou-li podstavy desek S, je celkovy naboj uvnitf valce oS a tedy

jE-ds=265=" = p=2.
: & 2¢

Piiklad 1.25 c
VySetrete pole dvou rovnomérn¢, ale opacné nabitych rovnob&znych nekoneénych desek.
ReSeni: Velikost pole je dana podle piedeslého piikladu. Elektrické pole E v pfipadé kladné nabité

desky je v sméru vnéjsi normaly, jak je ukdzané na obr. a). Elektrické pole E v ptipadé zaporn& nabité
desky ma opacny je v sméru normaly k desce, jak je ukazané na obr. b). Kdyz jsou dvé desky umisténé
rovnobéZné, dostaneme pole pomoci principu superpozice, jak je ukazano na obr. c). Proto je pole
nulové vSude mimo prostor mezi obéma deskami, kde je jeho velikost dvojndsobna proti poh jedné

desky, jak je ukazano na obr. d).
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1. Elektrostatické pole

—— ——— | ——p - — A — -t — -
- -+ > | — - — -
— 4 —+ | e—— -
o s w  m L
b}
g
-—— | —— - — - —
-+ »
il il banlunied <
-— | — -] — - <
-+ - L
C} - F =3 E” -0 F
d 1.26 : B
yQo

-
dovy naboj o velikosti Oy je umistén ve vysi # nad vodivou rovinou. Vypoéitejte plosnou hustotu
» G, indukovaného na roving v zavislosti na  a urete jeho celkovou velikost.

. -~ ; T N =gk
i: PouZijeme metodu zrcadleni. RozloZeni naboje na roving je dano vztahem ‘GOI &L

:nzita pole £ je dana soudtem intenzit naboje Oy a jeho zrcadlového obrazu — Q.

h 5 Oy h

=2F 7 _
Y 475’3(”2‘”12)\/r2+h2

o] = Q__h__

27 (rz e )3/2
y indukovéln}’/ naboj uréime integraci
Q h ® g

(r +h)3

1 substituce #* + &’ = z dostaneme

h 7
"QO .fa/z =0

)0! Io-odS IO'OZﬂrdr—

rientace normalové slozky intenzity na roviné plyne, Ze indukovany naboj je zaporny. Celkovy
indukovany na roviné je roven co do velikosti naboji Oy umisténému nad rovinou. Z toho plyne, Ze
¢ siloary, vychazejici z naboje Oy, vstupuji do vodivé roviny.

d1.27 A
‘eSte pole uvnitt nekone¢né dlouhého kvadru. Na téech sténich v rovinich x=0, y=0, y=b je
ial =0. Na &tvrté sté€né v rovin€ x=0 je p=¢,

17



1. Elektrostatické pole

8] ~ a X

Refeni: Obecné feseni Laplaceovy rovnice (jak se presvédéime dosazenim) bude
olx, y)=3.(4, sinh kx + B, cosh kx C, sin ky + Dy, cos ky)+ Mxy + Nx+ Sy +T -
k
Konstanty uréime z okrajovych podminek. Pro x=0 je ¢ (0,y) = 0. Proto musi byt B, =§=TI'=0. Také

pro y=0je ¢ (x,0) = 0. Proto D, =N =0. Pro y = b je ¢ (x,b) = 0. Proto M=0, kb=nx, kde n je celé &islo.
Tedy k=nw/b. Obecné feseni tedy bude (zavedeme novou konstantu C;,'= 4; Cy)

¢(xa y) = 2:21 C'n Slﬂh(% nx) Sin[% ny)

Pro x=a musi platit ¢(a, y) =@y =y, C, smh[% naj Sm(fbf ny) v intervalu 0 <y <.

Priibéh funkce ¢ {a,y) je dan okrajovou podminkou a v intervalu 0 <y < b se shoduje s pribéhem
periodické obdélnikové funkce s amplitudou @o a délkou periody 25. Fourieriv rozvoj této funkce je

o ()= "2 5

Srovnanim s pfedchozi rovnici plyne

S ] [(2n Dyl

) oy sm[ @2n —l)y:I =y°.C, sinh[ﬁ @n-1)a |sin] = @n —1)yj| ,
T 2n-1 b b
proto
4
Cy=rs %1 ! .
(2n-lz sinh{ﬂ (Cn- 1)a}
b
TakZe
§0(xa J’)z 23:1 ) 4%1 ! Sinh{ﬁ(zr;— D le sin{”anb* Dy j| .
(2n-Tz sinh{% (2n—1)a}
Piiklad 1.28 A
Vyieste Laplacovu rovnici pro véalcové soutadnice za piedpokladu, Ze neexistuje zména ve sméru z.
. P EX°
Valec o P
poloméru & 3 o

F
]
070’ i >
- \.E@ = konst
. Pu
Reseni: Ve valcovych soufadnicich plati (pro nulové derivace podle z)

2
pop\  dp) p° o¢

- Predpokladam feseni ve tvaru ¢'=fp) F(¢), kde f{p) je funkci pouze p a F(4) jen ¢. Po dosazem a malé
upravé dostaneme separované proménné
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1. Elektrostatické pole

Li(paf(p)]+ 1 o

f(p)op\~ dp ) F(§) og*
ce musi byt splnéna pro libovolné pag. Proto
1 24/ ()] 2
=k
) { P o (p)}
1 8*F _ 2
(¢) 847

Jestlize k = 0, pak

aci dostaneme

1 [/ (0} In 4 - In (p) = In (4/p)
je konstanta. Tedy

(p)=Alp

pY=Alnp+B.

A2 ’
k=0 pak Z},; =—k?F(¢) = 0 dava feSeni F(§) = C¢ + D a proto pro k=0 je

=£p) F(§) = (4 Inp+ B)Cs+ D).
Jestlize &k = 0, pak

2
P =4+ B p, gﬁc_m(w

esen{

(9) = Cy cos (k@) + Dy sin (k¢).

| by bylo K zaporné, pouZili bychom hyperbolické funkce cosh a sinh. Vysledné feseni je
=) F(9) = (i # + B p*) [Ci cos (k) + D sin (k).

to rovnice se pouZivaji, pokud spliiuji okrajové podminky problému pro valcové proménné.

Wd 1.29 B

Sete vliv vloZeni nekone¢n& dlouhého vodivého valce o poloméru a, jehoZ osa je shodnd s osou z.
oklada se, Ze pole bez valce je viude uniformni s elektrickym polem E = E,x’.

i: Protoze se jedna o valcovou symetrii podle osy z miZeme pouzit feSeni Laplaceovy rovnice
e$lého prikladu s nasledujicimi po¢ateénimi podminkami:

velké vzdalenosti os osy valce (tzn. pro p — ) nebude pole piitomnosti valce ovlivnéné a jeho
ta bude E,x’. Ekvipotencialni plochy budou roviny kolmé na osu x. Piedpokladejme, Ze je valec

i€ny. Jestlize potencial v bodé P ve vzdalenosti p od pocatku O je ¢, pak se rovna rozdilu
;iali mezi P ‘ (na stejné ekvipotenciale a na ose x) a bodem O ‘ ( kde valec protiné osu x). Tzn.

I P’ rpr r
r=-[,, E-ds=—E, |, x’ -ds=-E,(O'P)~~E,(OP) Prop>>a
~—Ex =—f, pcos pro p—> .

p = a musi byt potencial nulovy.
»vé podminky ukazuji, Ze je nutné volit feSeni ve tvaru
=(Ap+ B/p) (Ccos ¢+ D sin ¢).
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Je zigjmé, ze AC = -E, . ProtoZe potencial v bod€ P(p, @) je stejny jako v P (0—¢), bude D =0. Protoze
pro R=a je potencial nulovy, dostaneme

9=ACpcosp+BCcosd/p

—E,acos ¢+ BC cos ¢ /a=0

BC =a’E,
Proto koneény tvar feseni je

¢ =(a’/p—p) By cos ¢ .

Piiklad 1.30 B
Pomoci konformniho zobrazeni odvod'te vztahy pro pole véalcového kapacitoru.
ReSeni: UvaZujme regulérni funkci w = In z Pokud potfebujme toto feSeni piizpisobit okrajovym
podminkam, miZeme je nahradit funkci '
w=u+jv=Clnz+Co=Cilnfrexp (@] + C;=C;lnr+ C,+jC; ¢
v

27

% U
O
rovina w

Jestlize zvolime, aby u = konst. reprezentovalo ekvipotencialni plochu, pak tomu odpovida v roviné
zvalec » = konst. Predpokladejme, Ze vnitini valec ma potencial @, a vnéjsi valec je uzemnén na
nulovém potencialu. Tzn.

on=C InR; +C,
0=C/InR,+C;
Reseni je
Ci=—¢,/In(R,/R)),
Cy=@,InR;/In (R,/Ry),
Vysledné feseni ¢ = u

Dm Inr DPm lnRZ _ D 1n(RZ /F)

9=- e
(R, /R;) In(R,/R) In(R,/R)
Pole E je
o9 o Pm 0
E=—gradp=-2240 - In___,0
gra w a}’ d r ln(R2 /Rl)‘r
Piiklad 1.31 R B

Urcete pole dvou vodivych polorovin se spole¢nou piimkou, které spolu sviraji thel n/n, kde n je
ptirozené Cislo.
ReSeni: Je mozné pouit transformaci w = 4 2 a Moivrovu vétu
w=utjv=AZ"=Ar" exp(j )=A7" (cos 6+]sin )" =4 ¥" [cos (n0) + j sin (n6)]
u=Avcos(n);v=Ar"sin(n0), k

r=x"+y*;tg0 =y/x.
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1. Elektrostatické pole
stlize zvolime v = komst. jako potencialni funkci, pak je zfejmé, pro o =v =0 je vroving z jak
1 =0, tak 6= n/n souCasné na nulovém potencialu. Rovnice ekvipotencial tedy bude

p=10

v = konst,

withy CP:D

rovina 2 roving w
= A 1" sin (nB) = konst.

wnice siloCar jsou
= A 1" cos (nB) = konst.

lofary a ekvipotencialy jsou symetrické vzhledem k ose uhlu (v roving z hel n/(2n). ProtoZe tato
dpovida Ghlu n/2 (osa v v roviné w), miZeme uréit bod (hodnoty 4, ) pro nenulovy potencidl na
se a elektrické pole uvnitt oblasti vytvofené obéma polorovinami.

ad 1.32 S
i

/& vodivé kuliCky s hmotou m= 0,1 g jsou zav&€Seny na nevodivych vldknech délky / = 50 cm,
Z hmota je zanedbatelna. Udejte vychylku kulicek o jestlize maji ob& kulicky stejné naboje
3.10°° C. Primér kuli¢ek je velmi maly proti jejich vzdalenosti, tak?e je lze povaZovat za bodové
e ve stiedech kulicek.

Seni: Elektrické sily F, a gravitalni sily £, jsbu

- 1 Q2 1 Q2

" dze p2 Ame 412 sin® a ,

0 thlovou vychylku plati

g o =F./Fy .

yecné bychom museli tuto rovnici fesit numericky. V tab. je uvedeno feSeni pomoci tabulkového
soru (& [rad]). Pro feSeni pouzijeme Nastroje, Hiedani feSeni, Nastavena bunka C2, Cilova
ota 0, Mé€néna buiika D2 (pro rizné procesory se mohou nazvy ménit).

A B C D E

1 Fe Fm tg a-F/Fn o o (pfiblizné)

2 4,2725E-05 9,8100E-04 -1,6763E-07 0,0435 0,0435
o malé Ghlové vychylky vak plati pfiblizné feSeni (viz E2) ‘

2
gasin®a~ao’ z.,.__._.Q_.i~....
167&l“mg

ad 1.33 . D

Cete vyslednou kapacitu € obvodu slozeného z kapacitorii C; az Cs.
Seni: Vysledna kapacita zapojeni podle obr. je
1 1 1
= [
C, C; C3+C,+Cy
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1. Elektrostatické pole

ol
\

Piiklad 1.34 _ ' B

Elektrody deskového kapacitoru maji vzdélenost d = 5 mm a rozméry ¢ = 50 mm a b = 75 mm.
Spodni hrana elektrod je ponofena do oleje s relativni permitivitou & = 2,8 a hustotou y = 900 kg/m’. Do
jaké vysky vystoupi olej v mezefe mezi elektrodami, je-li mezi nimi napéti U = 10 kV. Zanedbejte
kapilarni elevaci v mezefte. :

uy
l'}{ !

ReSeni: Zménou hladiny oleje se méni kapacita a energie jeho pole. Na olej piisobi sila, ktera se snazi
zveétsit kapacitu, tzn. vtahuje olej mezi elektrody a gravitaéni sila.

Kapacitor s dvojim dielektrikem (vzduchem a olejem) lze povaZovat za paralelni spojeni dvou
kapacitord s plochami S; a §;. Proto

, S S b
C=C +C, =£%—L+WTFZ=%(CI—X+JC8,)-

Podle principu virtualni prace piisobi na olej sila
aw _1 U2 ac = 12 ng

U

F= =—
dx 2 dx 2 d

g, —1)-
V rovnovaze musi byt tato a gravitaéni sila stejna, tzn.

lU2 80 ——(&, D) =mg =xbdyg >

2
U? 2.8,854.10712
x==% (e, D)= 100007.8,854.10 —(2.8-1)=0,0036 m = 3,6 mm
2ed 2.900.9,81.0,005
Piiklad 1.35 . B

Urcete silu na jednotku délky dvouvodiCového vedeni s polomérem R a vzdalenosti mezi stiedy
vodi¢d D pii zanedbani vlivu blizkosti zemé& pro D>>R. Napéti mezi vodi¢i je U=100kV,D=2m a
primér vodic¢d 2R = 25 mm.

ReSeni: Kapacita vedeni na jednotku délky C// podle prlkladu 1.16 pro D>>R je
C_ =z
! (D/R)
Na jednotku délky piisobi sila, ktera se snazi zmenSit vzdalenost mezi vodi¢i D

F_ 1 ,d 7 | &

F_1 [ L —
I"2° @n(/R) 2 Db/ BF

Po dosazeni hodnot dostaneme
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=— (1052 22 =.27.107% N/m.

F_ 1.5, 78,854.10712
I 2 2[in(2/0,0125)]

fiklad 1.36 ' C

Kapacitor s oto¢nymi deskami ma pti zcela vytoCenych deskach kapacitu C; = 44 pF. Pfi zasunutych
eskach ma kapacitu C; = 1 000 pF. V této poloze byl pfipojen na napéti U = 220 V, nabit a odpojen.
ik se zmeni napéti, kdyz desky zcela vytocime?

eSeni: Pfedpokladejme, Ze pii otadeni desek se naboj neméni. Kapacitor ziskal naboj
Q=C,U=107.220=022.10°C.
Pii zcela vysunutych deskach bude napéti
U=0/C;=022.10°/44 .10 =5000V.

fiklad 1.37 D

Uréete kapacitu kapacitoru s oto¢nymi deskami pii zasunutych deskach. Kapacitor ma 13 pevnych a
2 oto¢nych desek tvaru pilkruhu o poloméru 4 cm. Vzdalenost mezi deskami je d = 1 mm.

eSeni: Kapacita mezi dvéma deskami je

Sgy _ ', _ 70,04°.885.107"
d  2d 2.0,001

C=

=222 pF.
ProtoZe jsou propojené otoéné a pevné desky, jedna se o celkem 24 kapacitord spojenych paralelné a
oto vysledna kapacita bude
C, =24 C=1533 pF.

Fiklad 1.38 S

Metodou koneénych diferenci (metodou siti) urcete potencidly uvnitt kabelu, ktery ma tvercové
di¢e. Vnéjsi rozmér vnitiniho vodice (strana Ctverce) je 4 mm, vnitini rozmér vnéjSiho vodice (strana
verce) je 12 mm. Potencidl vnitiniho vodice ¢, = 100 V a vné&jsiho vodi¢e gz =0 V.

ReSeni: Pole ve sm&ru osy kabelu z se neméni a tedy derivace podle z je nulova, takZe miZeme
azovat dvourozmérnou Ulohu. Pro metodu siti nahrazujeme derivace diferencemi. Budou-li 2 a &
dalenosti mezi uzly ve sméru x a y (viz obr.), pak ziejmé plati pro prvni a druhé derivace podle x
1alogické vztahy plati pro derivace podle y)

o

1
. =’];(¢’1‘§0o) A’

1
=h_2(¢’1 + @ _2¢0)

s}

o9
ox

2
Poissonova rovnice bude (oznaceni ¢; se voli podle obr. — prostfedni bod mé index nula)

62¢ 52¢ Iy Po
A? 2 o Tpwt =200 )+ @2 + 94 =20 )= ="
{O 2 . o2 ) i ((91 ?3 o) kzk 2 T4 0) -

Protoze uvniti kabelu nebudou volné naboje, dostaneme pro 4= &
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Pty P3Py
4

0

Pouzijeme-li tabulkovy procesor, lze tuto ulohu snadno fesit. Nemusime uvazovat cely prirez kabelu,
ale zvolime pouze jednu ¢tvrtinu (napt. dolni levy roh). Tento roh méa rozmér 6 x 6 mm, takZe zvolime-li
h = k=1 mm a pouzijeme tabulku se 7 x 7 butikami (kazda butika odpovidé uzlu s potencidlem ¢,). Pak
bude sloupec A a tadek 7 odpovidat vn&jsimu vodi¢i s nulovym potencidlem. Podobné budou mit buriky
El, E2 a E3 az H3 potencial 100 V (odpovidaji povrchu vnitfniho vodi¢e). Ztejme bude pole symetrické

podle vodorovné a svislé osy. Z diivodu symetrie proto bude pro body B1 az D1 platit
Qo3 +20,
0" 4

2

nebot’ hodnota ¢, bude stejna jako hodnota ¢, Analogicky bychom postupovali pro G3 az G6. Tyto
vztahy se vloZi do vnitinich bunék, jak je ukdzano v tabulce.

B

C

D

=(2*B2+C1+A1)/4

=(2*C2+D1+B1)/4

=(2*D2+E1+C1)/4

=(B1+B3+C2+A2)/4

=(C1+C3+D2+B2)/4

=(D1+D3+E2+C2)/4

B2+B4+C3+A3)/4

=(C2+C4+D3+B3)/4

=(D2+D4+E3+C3)/4

B3+B5+C4+A4)/4

=(C3+C5+D4+B4)/4

=(D3+D5+E4+C4)/4

B4+B6+C5+AB)/4

=(C4+C6+D5+B5)/4

=(D4+D6+E5+C5)/4

b~ L~ |~ |~

B5+B7+CH+AB)/4

=(C5+C7+D6+B6

/4

bl Nl NI Sa

=(D5+D7+E6+CB)/4

~N{O WP -

olojlo|lo|lo|lolo(>

Ol

0

0

E

F

G

100

100

100

100

100

=(E3+E5+F4+D4)/4

=(F3+F5+G4+E4)/4

=(G3+C5+2*F4)/4

=(E4+EB+F5+D5)/4

=(F4+F6+G5+E5)/4

=(G4+G6+2*F5)/4

=(E5+E7+F6+D6)/4

=(F5+F 7+G6+E6)/4

=(G5+G7+2*F6)/4

NP JWIN|—

0

0

0

Pro vypocet potencidlu je nutné provést iteracni vypocet (pro Excel Ize zvolit Nastroje, Moznosti,
Vypodty, Pfepoéet Automaticky, Iterace, Maximum iteraci 1000, Maximaini zména 0.001 — toto
nastaveni je vhodné provést aZ po vyplnéni celé tabulky). Po skonCeni vypoltu dostaneme nasledujici
hodnoty potencialu:

A B C D E F G
110 21.851 45170 71175 100
210 21.117 43.827 69.764 100
310 18.789 39.256 64.056 100 100 100
410 14.782 30.353 47.205 64.056 69.764 71.175
510 9.986 20.170 30.353 39.256 43.827 45170
6|0 4.993 9.986 14.782 18.789 21.117 21.851
710 0 0 0 0 0 0

Pro zptesnéni vypoCtu a ziskani podrobng&jsiho obrazu pole lze pouZit hustsi sit” (mensi /4, k). Takze
napf. pro # = k£ = 0,5 mm dostaneme nésledujici tabuklku (jednotlivé potencialy jsou odstupiiovany
riznymi stupni 3edi, coZ sice nenf nejvyhodnéjsi, ale pti pouZiti ,nazornych® barevnych odstinii neni
obcas zcela zifejmé, které barvy odpovidaji vy$$im hodnotam potencialt).
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81-100V
9| 100 100 100
8| 84 85
6
5
4
2 Hodnoty
1] 2| 4| 5| 6| 7] 8] 9[10] 10] 11| 11 potenciélu
0

0o, of 0, 60y 0| O] 0| O 0| O] O

» bychom ur¢ili pomoci vztahu E = —grad ¢, kde derivace urime pomoci diferenci. Ptitom pro E,
chom vytvotili dal$i tabulky. Napt. pro 2 = & = 0,5 mm bychom hodnotu £, v uzlu B2 uréili jako
B2)/0.0005 a E, jako = (B1-B2)/0.0005. Pokud neni zndma ,,nasledujici hodnota potencialu,
1e diferenci pomoci predeslé hodnoty. Napt. pokud nezname ¢; politdme misto 0@/Ox ~ (¢, —
sdnotu 8g/dx ~ (g3 —@g)/h.

ilustraci uvedeme pouze hodnoty E, uvedené v nésledujici tabulce:
21800 22601 23783 | 25288 | 26976 | 28563 | 29593 | 29593
21601[22411]| 23621 25196 27026 28841 30108 | 30108
20995 21822 23095| 24850| 27091 29668 | 31890| 31890
19970 20785 22089] 24017 26819 30850| 35894 | 35894
18523 ] 19259 20458 | 22310 25318 31020| 44942 44942
16694 | 17271 18173| 19446| 21124| 22969| 22969| 9048 | 4004 | 1782 | 515 |515
14569 | 14958| 15516| 16179| 16764 | 16764 | 14919 9217 | 5186 {2609 {794 |794
12253 124761 12753 | 12989 12989 | 12403 10725| 7717 [ 4914 (2674 1844 1844
9836 [ 9939 | 10034|10034|9799 | 9136 | 7862 | 6010 |4081 [2327 {752 |752
7377 | 7409 [ 7409 | 7314 |7036 |6479 | 5577 |4378 | 3075 | 1801 |591 |591
4912 [4912 | 4880 | 4777 |4554 | 4165 | 3588 |2853 | 2038 | 1212 | 401 | 401
2453 | 2446 | 2421 | 2359 |2239 | 2041 | 1759 | 1406 | 1013 |606 [201 |201

11.39 S

odou siti urlete potencidly pro dv€ rovnobézné nabité nekoneéné desky vzdalené 12 cm
em potencialt 100 V a tfeti deskou (nekonecny pas o Sifce 4 cm) vioZzenou kolmo na obé desky
lenosti 3 cm od desky s potencidlem 100 V.

: Zvolime osu x ve sméru desky s nulovym potencidlem a osu y ve sméru treti desky. Pole ve
sy z se neméni a tedy derivace podle z je nulové, takze miZeme uvazovat dvourozmérnou tlohu.
jeme stejné jako v predeslém piikladu, pouze s tim rozdilem, Ze nezname potencial tfeti desky.
etrie na vertikalni ose y plyne, Ze je nulovy gradient potencidlu ve sméru x. Ve velké vzdalenosti
y (budeme piedpokladat vzdalenost 12 cm) lze uvaZovat, Ze se neprojevi vliv teti vioZené desky,
: opét nulovy gradient potencidlu ve sméru x (sloupec M). Rozdélime oblast na 13 x 13 uzld (k =
'm) a vytvoiime nasledujici tabulku (A4=A5=A6=A7=A8, protoZze na vodivé desce je stejny
al, pro vypocet potencialu je mozné zvolit libovolnou buriku, zvolili jsme A4). Sloupce D az J
‘me (sloupce C az L ziskame kopirovanim).
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A B c

1 1100 100 100
2 [=(2*B2+A1+A3)/4 =(A2+C2+B1+B3)/4 =(B2+D2+C1+C3)/4
3 [=(2*B3+A2+A4)/4 =(A3+C3+B2+B4)/4 =(B3+D3+C2+C4)/4
4 |=(2*B4+A3+Ab)/4 =(A4+C4+B3+B5)/4 =(B4+D4+C3+C5)/4
5 |=A4 =(A5+C5+B4+B6)/4 =(B5+D5+C4+C8)/4
6 |=A4 =(A6+C6+B5+B7)/4 =(B6+D6+C5+C7)/4
7 |=Ad =(A7+C7+B6+B8)/4 =(B7+D7+C6+C8)/4
8 [=A4 =(A8+C8+B7+B9)/4 =(B8+D8+C7+C9)/4
9 |=(2*B9+A8+A10)/4 | =(A9+C9+B8+B10)/4 =(B9+D9+C8+C10)/4
10 | =(2*B10+A9+A11)/4 |=(A10+C10+B9+B11)/4 =(B10+D10+C9+C11)/4
11 |=(2*B11+A10+A12)/4 [=(A11+C11+B10+B12)/4 i=(B11+D11+C10+C12)/4
12 | =(2*B12+A11+A13)/4 |=(A12+C12+B11+B13)/4 [=(B12+D12+C11+C13)/4
1310 ' 0 0

K L M
1 100 100 100
2 [=(J2+L2+K1+K3)/4 =(K2+M2+L1+L3)/4 =(2*L.2+M1+M3)/4
3 |=(J3+L3+K2+K4)/4 =(K3+M3+L.2+1L4)/4 =(2*L3+M2+M4)/4
4 |=(J4+L4+K3+K5)/4 =(K4+M4+L3+L5)/4 =(2*L4+M3+M5)/4
5 |=(J5+L5+K4+K6)/4 =(K5+M5+L4+L6)/4 =(2*L5+M4+MB)/4
6 |[=(J6+L6+K5+K7)/4 =(K6+M6+L5+L7)/4 =(2*L6+M5+M7)/4
7 |=(J7+L7+K6+K8)/4 =(K7+M7+L6+L8)/4 =(2*L7+M6+M8)/4
8 |=(J8+L8+K7+K9)/4 =(K8+M8+L7+L9)/4 =(2*L8+M7+M9)/4
9 |=(J9+L9+K8+K10)/4 =(K9+M9+L8+L10)/4 =(2*L9+M8+M10)/4
10 |=(J10+L10+K9+K11)/4 | =(K10+M10+L9+L11)/4 =(2*L10+M9+M11)/4
11 [=(J11+L11+K10+K12)/4 | =(K11+M11+L10+L12)/4 | =(2*L11+M10+M12)/4
12 |=(J12+L12+K11+K13)/4 | =(K12+M12+L11+L13)/4 | =(2*L12+M11+M13)/4
13 |0 0 0

Po skonceni iteratniho vypoCtu (postupujeme podle predeslého piikladu) dostaneme nasledujici

hodnoty potencidlu (odstupitované Sed¢).

A B C D E F H K

2.

3

4

5

6

7

8

9 | .

101 43| 41 38| 36| 33| 32| 30, 29| 28 28| 27 27| 27
1] 27| 27| 256 24 22| 21 20 20| 19| 19, 18| 18| 18
121 13| 13| 13| 12| 11 11 10 ] 10| 10 9 9 9 9
13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Priklad 1.40 C

VySetiete pole uvnitt pfi¢né ploché valcové dutiny v nekoneéném homogennim prostfedi s osou -
rovnobéznou se smérem pole E.

Reseni: Protoze Jje pole rovnob&Zné s osou valce, plati, Ze normalové slozky D na plasti jsou nulové a na
podstavéach jsou stejné, tzn. (o;= 0, D,je pole uvniti dutiny, #” je jednotkovy normalovy vektor)
(Ds=D)-n’=c;=0, Dgu=D Dy =D =¢E.
eE = SOEdny Edn = STE.

V piicné ploché dutiné je tedy D stejné, ale E,, je g-krat vétsi.
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klad 1.41 C

VySetiete pole uvnité §tihlé podélné valcové dutiny v nekonedném homogennim prostiedi s osou
10béznou se smérem pole E.

eni: Pro te¢né slozky na plasti plati (E, je intenzita pole uvnitf dutiny, n’ je jednotkovy norméalovy
tor) '

(Eq— E)x n’=0, Ey=E,=E.

['zn. Ze ve §tihlé podélné duting je intenzita elektrického pole stejna.

klad 1.42 B
Vysetiete pole uvniti kulové dutiny o poloméru a v nekoneéném homogennim prostiedi s polem E.

eni: Na hranici dutiny indukuje vn&jii pole E naboj s promé&nnou hustotou c,'= P. n’ = Pcos \p, kde
s uhel mezi smérem pole E a vnéj$im jednotkovym normalovym vektorem »n’ a P polarizace. Pro
ocet si povrch koule rozdélime na velmi Gzké pasy o ploSe dS = 2xn a sin y . ady kolmé ke sméru
: E a intenzita ve stiedu koule vlivem ndboje ¢” na pasu dS bude

i P
Pds cosy = P2rasin yady cosy = d(cosy) cos?

dEy "= 2 2

l// .

Argqga 4reqa )

ntegraci pies cely povrch koule dostaneme

P Esyy. Ey
E = [ ——cos? wd(cosy) = -2 |cos? ===
=l 26, 5V (cosy) e, [ w]ér 3
[oto pole ma stejny smér jako piivodni pole a proto vysledné pole je dano souctem

X g, +2
E;p =E|1+%25 = E| LT— 1.
e )=

ndmka: Pro pole uvnité osamocené koule umisténé v pivodné homogennim poli E bychom
ogicky dostali

g, +2);

dad 1.43 : D

vi¢jme rovinné rozhrani dvou dielektrik bez volnych naboji a o permitivitdich ¢, = 1 a & = 4,
ostiedi 1 je vektor intenzity elektrického pole E; o velikosti 10 V/m, ktery svird s rovinnym
wranim uhel B; = 45° . Urdete a) jak velky uhel B, svirda vektor intenzity elektrického pole E, v
ttiedi 2 s rovinnym rozhranim, b) jak je velky vektor E,

enf: a) Na rozhrani dvou dielekirik obecné plati, Ze se sob¢ rovnaji te¢né slozky vektoru
trického pole E a normalové slozky vektoru elektrické indukce D, tedy Ey = E,, a Dy, = Dy, . Jelikoz
i D = €K, pak také & E, = &, E,,. V prostiedi 1 plati tg ;= E;,/ Ey, , obdobné v prostiedi 2 plati
vedeme)

tgBr=En/Exy == En/&2Exy =tgPre/ e

-odtud kone¢né

B, = arctg ([e1/ ;] tg B1) = arctg (L tg 45°) = arctg (L) = 14°

) Amplitudu vektoru pole E, v prostiedi 2 urCime z jeho sloZek:

B2 = (Ea)? + (B2’ = ([&1/ &2] B + (B} = (L 7,077 +7,07 = 53,1 (V/m)

de E;,=E;sin3; =10+0,707 =7,07 V/m a E;; =E;cos B; =10+0,707=7,07 V/m
’ysledna intenzita elektrického pole v prostfedi 2 je tedy E =7,3 V/m.
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1. Elektrostatické pole

Priklad 1.44 C
VySetiete potencial elektrického dipélu (dvou naboji +O a —Q vzdalenych s) ve vzdalenosti r>>s.
P
Ty
g
/U
o
- &2 | sf2 ‘ +0J

Refeni: V bodé P, vzdaleném 7>>s od bodu S, ktery lezi uprosted spojnice obou nabojt, plati

HQ_[l 1)

- 4re, E - Z J’
kde r, = ¥* +(s/2)* +rs cos 6. Délime-li ob& strany #°, dostaneme po malé {ipravé

5 *l~1/2 ) 2 3 2 2
I 1+ = +£cos€ S +£cos€ += —S—-+icose -
¥ 2F r J 2042 F 8l 4% r

a

®

Zanedbame-li ¢leny (s/r)a vys$i, pak

2 2
L:l—icoséws 3cos“ @ 1-

7, 2r 4r2 2

Podobné
2 2
L=I+icosé’+——s —~3005 f-1
7, 2r 42 2

a proto

Os

Arsyr

Q= cos f.
Poznamenejme, Ze potencial dipSlu klesa jako 1/#°, zatimco jednoho bodu se méni pouze jako 1/r.
Pokud zavedeme dipSlovy moment p =0 s, ktery smé&fuje od negativniho ke kladnému naboji, pak

pr’

= .
dreor

PFiklad 1.45 B
Odvod'te Poissonovu rovnici pro E.
Refeni: Plati  rot (rot E) =_VE+ grad (div E). V elektrostatickém poli plati rot E = 0, takze
VZE = grad (div E) = grad (p / €).
Stejna rovnice plati i pro jednotlivé pravotihlé slozky (to neplati pro slozky v jinych soufadnicovych
soustavach). Lze tedy odvodit pro jednotlivé slozky E., E, a E, podobné feSeni jako pro potencial a
proto

1
4re,

E=-

Vip .,
IV'TdV >

kde gradient V” se vztahuje na ¢arkované soufadnice uvnitf objemu ¥, Mnohem obvyklejsi je oviem
pouZivani Gaussovy véty (i kdyZ jsou oba integraly ekvivalentni, integrandy jsou samoziejmé riizné).
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. STALY PROUD

Fiklad 2.1 D

V elektronovém paprsku obrazovky prochazi za jednu sekundu pocet elektronﬁ n=>5.10" Naboj
ektronu e =—1,6 . 107 C. Jakému elektrickému proudu to odpovida?

eSeni: Proud
I=Qf=-ne ==5.10".1,6.10"°=-8 .10 A =-80 pA.

naménko minus udava, ze smysl proudu je opany nez smér pohybu elektronti (naboj elektronu je
porny a smysl proudu je definovan smérem pohybu kladnych naboji). '

fiklad 2.2 D

Vodi¢ ma délku / = 16 m a kruhovy prifez s primérem d = 1,8 mm. Vodiem prochazi proud
= 14,5 A a napéti mezi konci vodice je U = 35,6 V. UrCete odpor a mérny odpor materialu vodice.
réete hustotu proudu a intenzitu elektrického pole

eSeni: Odpor

R=U/I=35,6/14,5=2,45Q.

Pro vodi¢ s konstantnim odporem po celé délce plati R =pI / S. Proto
p=RS/1=R md/4])=0,39.10° Qm.

Hustota proudu (pfi rovhomé&rném rozlozeni proudu)
J=1/8=I/(zd/4)= 5,7.10° A/m* =57 A/mm’.

Intenzita pole
E=Jo=Jp =039.10°.57.10°=2,22 V/m.

Protoze ve vodi¢i je homogenni pole, plati rovnéz
E=U/1=356/16=222V/m.

Fiklad 2.3 D
Vypoététe vysledny odpor paralelni kombinace odpora R;=1 Q, R;=2 Q a R=3 Q.
eSeni: Plati
I/R=1/R; + 1/Ry + 1/R; =11/6,

" R=6/11=0,545

‘iklad 2.4 C

Napéti zdroje bylo méfeno voltmetrem, ktery ma odpor 1000 Q na 1 V méficiho rozsahu. Pfi
epnuti na rozsah 120 V bylo zmé&feno napéti U; = 115 V. Po prepnuti na rozsah 300 V bylo zmé&feno
péti U, = 144 V. Urcete napéti nezatizeného zdroje U; a jeho vnitini odpor R; . Uréete proud
kratko (se zkratovanymi vystupnimi svorkami) pro tento zdroj.

:Seni: PFi rozsahu 120 V ma voltmetr odpor R; = 120 000 Q a pro 300 V ma voltmetr odpor
=300 000 Q. Proudy pro ob¢ méfeni jsou

U; Uy
[ =——=—>
R +R R
U, U,
[2 = —————— I s
R;+R, R,y
oto
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2. Staly proud

R, - YmYU s00000s
G U
Rl R2

v =Yr U 113V
Rl .

Pro zkratovany zdroj plati

I= &‘2 2,9 mA .
Ri
Piiklad 2.5 D

Vypoététe odpor civky navinuté na vaicovou kostru o délce /;= 30 mm a priméru d; = 50 mm.
Civka ma N = 1 600 zavitt dratu o proméru d = 0,5 mm (méd, mémy odpor p=1,79.10"° Qm).
Vné&jsi primér civky je d, = 86 mm.

Reseni: Pro vypotet celkové délky / budeme uvaZovat NV ,.primérnych zaviti“
[ = Na(d,+d,) / 2.

Odpor civky je
R =pl/S =pNa(d+d,) | Qud’/4) = 2p Na(d,+d,) | (md’) =31,2 Q.

Priklad 2.6 D

Souosy kabel o vnitinim poloméru 7; = 2 mm a vn&j§im poloméru »; = 8 mm ma nedokonalé
dielektrikum s mérnym odporem p = 4,2 x 10'* Qm. Urdete svodovy odpor a proud na jednotku délky
kabelu, je-1i mezi »; a »; napéti U=3 kV.

Reseni: Uvazujme proudové vlakno s prifezem 27n+ na jednotku délky kabelu (plast’ valce o poloméru
r a délce /) a integrujeme od r; do 7;

R=p[?- T — P 1" _09210%0 ,
N 2wl 24 n

L_U_ 3,24.107° A/m -
IR

Pozndmka: Svodovy odpor miizeme vypocitat analogii s elektrostatickym polem. ProtoZe kapacita je
C=2zel | In(rs/ ¥,;), je G=2z0cl / In(r,/ r;), takZze pro odpor R =1 / G dostaneme stejny vztah jako
pfimou integraci s uvdZenim mérného odporu.

Priklad 2.7 D
Na civce z mé&déného dratu byl pii teploté % = 20 °C zméten odpor R; = 86,5 Q. Po zahfati civky
prichodem proudu byl zméfen odpor R, = 99,8 Q. Urcete teplotu 9 (me&d’ ma teplotni soudinitel
odporu ¢ = 0,00392 K™).
ReSeni: Zména odporu je
Ry=R,(1+ ¢4 AY).
Tedy
9 =9, + A8 =9, HRy/R{— 1) /o, = 59,2 °C.

Priklad 2.8 D
Elektrické topné téleso ma prikon P = 800 W. Stanovte odpor a proud pii napéti U =220 V.
ReSeni: Pikon P = UI =U°/R a tedy
R=U*/P=60,5Q,
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2. Staly proud

I=P/U=3,64 A.

Piiklad 2.9 D
Uréete vysledny odpor R kombinace na obr. =
Reseni: Pro odpor paralelni kombinace R, plati L]
1/R, =1/Rs + 1/R; + 1/Rs.

Vysledny odpor
R=R; +R; +R,. [ ]

Pfiklad 2.10 S
Metodou :

smyckovych  proudi

uréete proudy I;, L, a

[; . Je dano R;= 4 Q, iy

R=3 Q, Rs= 4 Q,

R,=2Q, Rs;=130Q,

U]: 50V a U2= 100

V.

ReSeni: Pro jednotlivé

smycky plati
(Ri+ Ry I, -R/ D +0 =,
~R,1; +(R2+R4+R5)]2 —Rs I3 =4,
0 ~Rs I TR+ R);  =-U,

Tyto rovnice lze psét jako R I = U, kde matici odporli R pro metodu smyckovych proudd sestavime
nasledujicim zptsobem: Prvky R,, na hlavni diagonale jsou dany soultem odpori zapojenych ve
smycce # a Ry, je zaporné vzaty soucet odport, které jsou spoleéné pro smycku m a n. PovSimnéte si,
ze matice odpori R je symetrickd podle hlavni diagonaly. Pfislusnou matici odpori R a sloupcovy
vektor napéti # ulozime do tabulek.

Pomoci tabulkového procesoru (ptikazi pro inverzi a souéin matic) ziskame feSeni R U = I.
Matice odportl R a napéti U jsou v nasledujicich tabulkdch

6,000 -2,000 0,000 50,000
-2,000 18,000 -13,000 0,000
0,000 -13,000 17,000 -100,000

Pomoci piikazu pro inverzi ziskAme inverzni matici R, Pomoci piikazu pro soudin matic .
nasobime inverzni matici vektorem napéti, take dostaneme I = R™U. I kdyZ v tomto ptipadé by bylo
mozné pomerné snadno fesit soustavu 3 rovnic pro 3 neznamé proudy, je ziejmé, Ze pro vice smycek
e neprakticke fesit rozsahlé soustavy linearnich rovnic. '

Inverzni matice R” Matice proudii 7
0,182 0,045 0,034 l4 5,637
0,045 0,135 0,103 I, -8,090
0,034 0,103 0,138 Iy -12,069
Piiklad 2.11

Metodou uzlovych napéti uréete napéti U; a U
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2. Staly proud

Us Uy

R Rj

Rs

)

ReSeni: Pro jednotlivé uzly plati (napsti U; a U, jsou dana nap&tovymi zdroji)
U, — -
30 + Us + Us-U
R, R, R,

-0,

Us=Us Us Us-Us

=0.

Priklad 2.12 ‘ B
Urdete potencial vodivé kulové elektrody, umisténé v rozlehlém prostiedi s vodivosti o mnohem

mensi neZ je vodivost elektrody. Ptivod proudu I k elektrodé je proveden slabym izolovanym

vodicem.

ReSeni: Jedna se o pole osamocené vodivé koule, kde povrch koule ma stejny potencial. Proudové

Cary vystupuji kolmo z povrchu a maji smér radidlnich paprska. V mistech stejné vzdalenych od

stiedu koule je tedy hustota proudu stejné velka a dana vztahem

I =§.J,.ds
atedy
!
I

Intenzita ve vzdalenosti » od stfedu koule

gt 1
"o dzor’

Hodnota potencialu daného mista je
1

:—+K .
or 47or

" Predpokladame-li, Ze pro ¢, =0, je

__ I
r dxor
Piiklad 2.13 B

Kovova uzemifiovaci elektroda (koule o poloméru d/2) je umist¢na v hloubce h>>d v zemi
s vodivosti o mnohem mensi nez je vodivost elektrody. Je napajena proudem [ izolovanym vodicem.
Urcete prabeh intenzity elektrického pole na povrchu zemé a misto, kde lezi maximum této intenzity a
jeji velikost v tomto bodé. Urlete krokové napéti.

ReSeni: Na povrchu je normalova slozka hustoty proudu rovna nule. Jedna se o rozhrani vodi¢ (zemd)

— nevodi¢ (vzduch). Ulohu fe$ime metodou zrcadleni. Ve vzdalenosti # nad povrchem zems
umistime druhy — zrcadlovy zdroj proudu. Smér proudu volime s ohledem na to, Ze proudova Cara pii
povrchu zemé musi sledovat rozhrani. Vzhledem k tomu, Ze /#>>d, mizeme pokladat zdroje proudu
za bodové. '
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Na povrchu zemé je vysledny
potencial v bodé¢ A dan superpozici
potenciall vyvolanych obéma zdroji
@, =¢; +@, , kde potencial podle
predesiého prikladu je

! !

>

(4]

= 2 == .
4ron 4ror,

Protoze na povrchu zemé je
r; =r;=r, plati

! 1 1
P T 2mor 270 /x§+h2 ’

kde O je mérna vodivost zemg.

2. Staly proud

Intenzita elektrického pole ma na povrchu zemé pouze slozku E;

z =_6_¢_ 1 2x

I X

X

Maximum uré¢ime z podminky

/

(x; +hz).’/2 - X, %(x,%, +h2)v2 2%,

x 2710 Z(xf'; w2 )3'2 " 270 (x21 2 )3/2

t .
dE, =0, i}
dx

=0/

270 (x,%, + 112)3
Tedy
h

o

2,32 _ a2 L
Xy +h® =3x, = x, =

—= >
X1 =Xpy

Nejvétsi intenzita pole £, je ve vzdéalenosti x =h / 2 a ma hodnotu

1 h 1

E, =

216 | (4 NP 2Taoh?
2 % +h

Krokové napéti je definovano rozdilem potenciali mezi body 4 a B na zemi, vzdalenymi od sebe

L m(xy =xz~1prory, ig>>d2)

I |1 1
Uyp =045 =% r_—;—
4 e

Priklad 2.14

Vypoditejte  krokové  napéti
vodivé uzemiiovaci polokoule,
kterou prochazi do zemé& proud
I=100 A, ve vzdalenosti », = 5m.
Primér polokoule je 0,5 m,
vodivost zemé o= 2.10" S/m.

ReSeni: Rozlozeni pole uvnité
zem¢ je stejné jako kdyby
sjednalo o osamocenou kouli
uvnité rozlehlé zemé. Protoze je

I 1 1

270 xfl +h? Jx§'+h2
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2. Staly proud

proud rozloZen na polovi¢ni ploSe, je hustota proudu a intenzita pole dvojnasobna J, = 1 /2m),
E, =1/(27c¥) a potencial pro @, = 0 je @, =1/2no¥).

Krokové napéti je definovano rozdilem potencialii mezi body 4 a B vzdalenymi od sebe 1 m

Uus =94~ Ps =LF-—~1—}=265 V.
2n0\ry. rp

Pfildad 2.15 | C

Necht’ uvniti homogenniho izotropniho télesa s mérnou vodivosti o existuje v okamziku ¢ = 0
volny naboj py . Jak se bude tento ndboj ménit s Casem pro méd (¢ =6 . 10" Q' m™), polovodid
(6 =100 Q" 'm™) a izolant (6 = 107> Q' m™). Pfedpokladejme, ¢ & = 3.
ReSeni: Z rovnice kontinuity plyne

t
PGP e pyexp -2
ot £,8) £,89

a proto relaxalni doba I'=g¢g, /o bude pro méd’ T, = 5 . 107 s, polovodi& T, ~ 3.10" s aizolant
T =30 s. ' '

Priklad 2.16 D
Akumulatorova baterie méa napéti naprazdno U, = 10 V. Odebira-li se proud / = 10 A, Je jeji
svorkové napéti U, = 9,5 V. Stanovte vnitini odpor baterie. :
Reseni: Pro napéti U; a vnitfni odpor R; plati
Uy =U-IR,,

R=(U-U)/I=0,05Q.

Piiklad 2.17 ' A

Ve vakuové diodé srovinnymi elektrodami vystupuji elektrony zkatody vroviné x = 0
s potencidlem ¢, = 0 a pohybuji se k anodé v roviné x = a, ktera je piipojena na napéti U (potencial
?.> o ). Metodou piimé integrace Poissonovy rovnice urcete £ (x), ¢ (x) a hustotu proudu v prostoru
mezi elektrodami. Piedpokladejte, Ze elektrony vystupuji z katody s nulovou rychlosti, mezi anodou a
katodou jsou pouze elektrony a pocet elektronit blizko katody je mnohem vétsi nez pocet elektrond,
ktery dopada na anodu.

Reseni: Hustota naboji se méni se vzdalenosti, tzn. p = p, (x) a proto pouzijeme Poissonovu rovnici

d_z_q:_/?o(x).

Vip=
o= e

Pii pohybu elektroni se méni potencidlni energie ¢e, kde e je naboj elektrond, na kinetickou
energii mv’/2, kde m je hmotnost elektronu. TakZe rychlost elektront v bude v=(2eq/m)"*

" Hustota proudu bude dana rychlosti a hustotou elektrond a v daném misté x je konstantni
J=—vp (%),
takze
2
—p=J=J2eq/m)*?, d_g” gL |m oV = K2,
dx 50 2e

kde K; je konstanta uvnitf zavorek. 1 kdyZz J je také konstanta, je uvedend samostainé, protoZe nas
zajima ve vyrazu pro @,. Nasobime ob¢ strany 2 (d@/dx) dx a integrujeme, pak

do dz{f’ -2f do -1/2
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2. Staly proud

takze
: 2 2 1/2
| .d_(@) J@) =2k 2 +C»
dx \_dx \ dr 1/2
Protoze prox=0je ¢ = 0 a (dp/dx) =0, bude C;=0 atedy

ggﬂ‘* = J4K Jx+C,

%?: 4K, J !4, (o7 dp = JaK\J [dx >

Protoze pro x=0je @ =0 a (dg /dx)=0,bude C;=0 aprox=a, p=0,=U

Juz:( 4 ]U3’4=\/EU3/4,

3a,/4K,

kde K7 je konstanta rovnid vyrazu v zavorce. Umocnénim dostaneme Child-Langmuirty
téipolovinovy zakon
J=KU".

Pfiklad 2.18 D
Dvouvodi¢ové vedeni ma délku / [m] a prifez S [mm”]. Stanovte nejvétsi vykon, ktery lze vedenim
pfenaset, nema-li byt G¢innost (dand pomérem prikonu spotfebice na konci vedeni k vykonu zdroje na
zadatku vedeni) mensi neZ 1. Udejte, jak se tento vykon zméni, zvy$i-li se pouZité napéti n krat.
ReSeni: Vykon zdroje na zadatku vedeni je P, =U,1, kde U, je napéti zdroje a I je proud ve vedeni
(soucasné proud zdroje a proud spotiebite). Vykon ztraceny odporem vedeni je P, = R.F, kde R, je
odpor vedeni (obou vodi¢it dvouvodi¢ového vedeni). Pikon spotiebice je P, = P, — P, a i&innost je

1’]=P2/P1=1—PZ/P1.
Dosadime P, = RFPa F=pr 12 / U/ a dostaneme
Pi=(1-n) U /R,
kde R, = 2I/(cS) pro dvouvodiové vedeni délky /, prifezu S a ¢ je mérna vodivost.

Je ziejmé, Ze pii stejném odporu vedeni a stejné ucinnosti roste pienaseny vykon s druhou
mocninou pouzitého napéti; pii napéti » krat vysSim je pfipustny vykon n* krat v&t3i. To je divod
pouziti vysokého napéti k prenosu elektrické energie na velké vzdalenosti.

Pyiklad 2.19 : D

Zarovka se oznatuje podle vykonu P, rozptyleného ve vlaknu, kdyz je napéti zarovky 220 V (&ast

rozptylené energie se pfeméni na viditelné svétlo). UrCete proud a odpor 100 W Zarovky. Jestlize
zarovka je v provozu 24 h, jaka je spotfebovana energie?

Reseni: Proud
I= P,/U=100/220 = 0,45 A.
Odpor ‘
R=U/I=UF/P, = 220"/ 100 = 484 Q.
Spotiebovana energie
W=P, =100 [W].24 [h]=0,1 [kW] .24 [h] =2,4 kWh.

Priklad 2.20 : D

Uréete hodnotu U, , jestlize R, =5 Q, R, =3 Q, U, =20 Vaproud a) /=2 A (teCe proti sméru
hodinovych ru¢itek), b) /=-2 A (teCe po sméru hodinovych rucicek).
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2. Staly proud

ReSeni: Pro smy&ku plati (bez ohledu na hodnotu proudu, je-li kladn4, nebo zaporna) pro danou

orientaci smycky T
U=-Rol+ U, — Ryl R,
Pro ] =2 A plati : Ys Ys
Ui=—6+20-10=4V. (l) OQD
aprol=-2 A , g
U=-RiI+U-RI=6+20+10=36V. Rz
—
Piiklad 2.21 D

Baterie pro ruéni svitilnu s U; =3 V a R; = 0,6 Q dava pfi provozu proud 1,5 A. Uréete celkovy
vykon zdroje, vykon pfeménény na teplo ve vnitfnim odporu zdroje (rozptyleny vykon) a vystupni
vykon baterie.

ReSeni: Celkovy vykon zdroje P,
P,=1U; =45W.
Rozptyleny vykon
P=RF=135W
Vystupni vykon baterie
P=Ul=(U;-R;DI=3,15W.

Piiklad 2.22 ' B

Na rozlehlou kovovou folii s konstantni tloustkou d a konstantni mémou vodivosti ¢ jsou
pfiloZzeny dvé elektrody kruhového prufezu o polomeru r, jejichz stiedy jsou vzdalené b, které do folie
* ptivadi proud. Jakému piipadu elektrostatického pole odpovida proudové pole ve folii?

1vle§enl': Proudové pole ve folii odpovida elektrostatickému poli dvou rovnob&znych vodivych valct
s naboji +t a — na jednotku délky. ProtoZe kapacita na jednotku délky téchto vodica je

C e

I i)’

Jje vodivost na jednotku délky

G piso

R ————«

7 /r)
Proto pro folii s tloustkou d je odpor

1
R~——In
— (b/r).

Priklad 2.23 ' D

Jak dlouho se bude nabijet akumulator s kapacitou Q = 35 Ah proudem /=3 A, zanedbame-li malé
ztraty. Urcete naboj v C.

ReSeni: Doba nabijeni
t=Q/=35/3=11,67 hodin.
Naboj vyjadteny v C je Q =35 Ah=35.3600 =126 000 C.

Piiklad 2.24 D

Vykon elektromotoru je P = 3,7 kW. U¢innost je n = 82 %. Uréete piikon motoru. Jakou spotiebu
naméfi elektromér po 8 hod. provozu? ' ‘

Reseni: Ptikon motoru, ktery odebirame ze sité, je
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2. Staly proud

P,=P/n=37/082=45kW.

Spotieba (prace) bude
A=Pt= 8.45=36 kWh.

Piiklad 2.25 D
Zehli¢ka mé piikon P, =1 200 W pii napéti U = 220 V. Urete jeji odpor.
Regeni: Odpor R = U?/P, = 220%/ 1200 = 40,3 Q.

Piiklad 2.26 ‘ D
Elektricky naboj, ktery prochazi priifezem vodide je Q@) = 6,5 £ +3,5 C v dob& mezi 0 a 8 s.
Ur¢ete vztah pro proud (t) v tomto ¢asovém intervalu a proud v ase t=3,4 s

ReSeni: Proud v daném asovém intervalu a pro dany ¢as jsou
I)y=d0/dt=13t, I(3,4)=44,2 A.

Priklad 2.27 , C

Urdete stiedni dobu mezi srazkami s atomy pro méd’ pii 20°C (o = 5,98 .107 S/m), za predpokladu,
e existuje jeden volny elektron na jeden atom (hustota vodivych elektront N = 8,5x10®m ). Naboj a
hmotnost elektronu jsou e = 1,6.10°Cam =9,1.107 kg.

ReSeni: P pusobeni stalého elektrického pole puisobi na elektron sila F = —eE, kterd vytvafi
zrychleni @ = F/m = —eE/m a tedy rychlost v = at. Protoze stiedni doba mezi srazkami s atomy je T,
pohybuje se mrak vodivych elektronti konstantni rychlosti v~ a 1, = —t,eE/m a proudova hustota

J= —-Nev;=-Ne 1, eE/m = oF,
7, = om/(Ne) =2,5.10"s.

Piiklad 2.28 C
Odhadnéte hustotu volnych elektronii v kemiku za ptedpokladu, Ze stfedni doba T, je stejna jako
pro me&d’ v pfedes§lém piikladu a vodivost kiemiku ¢ = 2,3.10™" S/m.
ReSeni: Hustota volnych elektronii v kiemiku se rovna zhruba hustoté dér a proto polovi¢ni hustoté
nosi¢i. Podle ptedchoziho ptikladu plati
N, & ,E/m = Né’ ©E/(2m) = oE ,
N, =om/(27¢%) = 1,6.10"m”

a proto je o vice nez 11 radd niz$i neZ hustota vodivych elektronti v médi.

Priklad 2.29 D
Pro diodu s piechodem PN lIze odvodit velmi pfesny vyraz pro proud
I=1[exp(e UkT)-1],

kde I, je parametr, ktery zavisi na konkrétni diod&, k= 1,38.102J/K je Boltzmannova konstanta, 7 je
teplota [K], e = 1,6.107° C a U napéti pfechodu PN. Pouzitim I, = 107 A urlete proud a odpor pro
20°Ca)proU=02V,b) U=-0,2 V.
Reseni: Pro U= 0,2 V je proud a odpor

I=10"{exp[1,6.107°.0,2/(293.1,38.10)}-1}=2,7 mA; R = U/l =74 Q.
Pro U=-0,2 V je proud a odpor

1=10"{exp[—1,6.107°.0,2/(293.1,38.10 2)-1}=—1puA; R = U/l = 200 kQ.
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2. Staly proud

Priklad 2.30 D

Kovovy vodi¢ ma pti ¢ = 20°C odpor 40 m€2. Vodi¢ se roztavi a uplné€ pouZije pro vyrobu nového
vodice, ktery ma tiikrat veétsi délku nez plivodni vodic. Jaky je odpor nového vodice pro ¢ = 20°C?
ReSeni: Protoze objem vodi&e se nezméni, bude vodié tikrat delsi (/’=310), ale prifez se zmensi tFikrat
(§°’=S8/3). Proto odpor nového vodice bude

R' = a =3—Z=9—l=9R=360mQ
o8'" oS/3 oS )
Piiklad 2.31 D
Stanovte podminku rovnovahy Wheatstonova mistku podle A at) 0

levého obrazku, tzn. podminku toho, aby napéti mezi uzly B

a D bylo nulové. Udejte proud galvanometru, pokud se

rovnovahy porusi zménou odporu R; 0 AR; << R; ?

ReSeni: Odpory mistku R, a R; tvoii d&li¢ napdti napajeny R Fq
ze zdroje napéti U. Druhd dvojice odpord R, a R; tvofi (J f\ l

druhy déli¢, napajeny déli¢ ze stejného zdroje. Pro vyvazeny

mustek musi platit ‘ o
B
Ug=U R =Up=U R, s
R+ Ry Ry + R,
R3(R2 + R4) = R4 (R] + R3)
Tedy
R2R3 :R]R4,' R]/R3 =R1/R4.
Pti zméné odporu o AR; plati (AU, je zména napéti galvanoméru, Ri
tzn. napéti mezi uzly B a D) ]
R R
AU =Us~Up =U— 3R ~U— :R :
+ 8
14y 2 T 1Y ' Ay l J;ﬂ g
Pro malé zmény plati pfiblizné
AU, dUy o R R

~ ) —————— AR
g (R +Ry)

Podle Théveninova teorému se miistek chova jako zdroj napéti AU, (napéti mezi body B, D pfi
nezapojeném galvanoméru), ktery ma vnitini odpor R;, jehoz velikost zjistime néasledujici avahou:
Zavedeme-li pii méfeni odporu R; do vyvazeného mistku proud svorkami B, D, nevyvola tento proud
mezi uzly 4, C, pokud jsou rozpojeny, z4dné napéti a proto ani zadny proud, nebot z podminky
rovnovahy R,R; = R;R, plyne také R, /R, = R; /R, takZe zméfime stejny odpor, jako kdyby uzly 4,C
nebyly spojeny. Hledany odpor R; je tedy dan vyslednym spojenim dvou paralelnich v&tvi R;+R; a
R3+R4

R = (Ri +R1XR1‘ +Ri)
b R, +R, +R, +R,

ARy dRy (R +Bs ) ’

Vysledny proud galvanoméru Al se ur¢i pomoci ndhradniho schéma na pravém obrazku, kde je
zobrazeno napéti idedlniho zdroje AUy, vnitini odpor R; a odpor galvanoméru R,
1
R +R,

Alg =~ AU

Pozndmka: Vztahy pro AU, a Al, jsou odvozeny za ptedpokladu malé odchylky od vyvazeného stavu,
kdy AR; << Rs. Pro vétsi zmény AR; neni zavislost AU, na AR; linearni a proto i odpor R, je zavisly
na AR3.
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2. Staly proud

Piiklad 2.32 : S
Pro analogové modelovani elektrostatickych poli 1ze pouzit elektrolytické vany, kdy se do vodivé
kapaliny ponofi elektrody ve tvaru modelovanych (obecnych) valci. Potencial méfime na jednotlivych
mistech sondami, které nesmi deformovat pole. UkaZte, pro€ toto pole je analogické elektrostatickému
poli a jak lze toto pole modelovat na po¢itaci. ‘
ReSeni: Pro potenciél plati Laplaceova rovnice, kterou modelujeme pomoci tabulkového procesoru
stejné jako v piipadé elektrostatického pole. Obtize miize zplsobit stanoveni okrajovych podminek
(rozhrani vany a kapaliny), které se musi pe¢livé uvazit.

Priklad 233 D

Vypodtéte spotiebu paliva, ma-li trakéni vozidlo elektrické trakce vykonat praci | MWh. Uéinnost
~ trakéniho vozidla je nry = 0,92; téinnost napajeci stanice nys = 0,89; G&innost trak&niho vedeni npy =
0,95 a 0¢innost napajeciho vedeni z elektrarny nr= 0,85. a) Pro fosilni palivo — uhli v parni elektrarné
s idinnosti 1y = 33%. Tepelny obsah paliva — uhli ¢ = 7 .10° kWh/t. b) Pro uran 235 v jaderném
reaktoru, kde tepelny obsah jaderného paliva g,=2,7.10"kWh/kg a G&innost jaderné elektrarny
T]EJ=3 6%.
Re¥eni: a) Uéinnost celého fetézce toku energie pro parni elektrarnu

et =9y Mg Mgy M7 -y =0,92-0,95-0,85-0,89-0,33 =0,218

Pro vykonani trakéni prace 1 MWh je nutno dodat energii

3
4 =“AL=£=4537,1 kWh
Do 0,218

Potiebné mnozstvi fosilniho paliva

_A 45871655t yhli.
g 7-10°

b) Utinnost celého fetézce toku energie pro jaderny reaktor
T = 0,92.0,95.0,85.0,89.0,36 = 0,238
Dodana energie ‘

_ 1 10
Ny 0238

: =4,2-10*kWh

Spotieba jaderného paliva reaktoru
0= 4-10°
g, 2,7-10

Pozndmika: Pro trolejbus je spotieba 110 kWh/100 km a pro autobus je spotieba 40 | nafty/100 km.

=1,48-107* kg uranu.

Priklad 2.34 - D

Uréi, v jakych mezich se miize pohybovat teplota, nema-li se odpor manganinového dratku zménit ’
vice neZ o jedno promile. Jaké je rozmezi teplot pro méd™?

ReSeni: Potfebné hodnoty a je nutno najit v tabulkach.

Ze vztahu Ry = Ry (1+aA9) vyplyva, Ze sougin - 48 mize byt maximalné roven 0,001,

Pro manganin je Ag=2001_ 0001 _ <o,
o 0,00002
proméd A9 = O’OOi =0,25°C-

2
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Piiklad 2.35 D
Jaky je stejnosmérny odpor vinuti R; jedné faze motoru pii primérné teploté vinuti 3, jestlize pi
teploté 4 jsme naméfili odpor R;? Vinuti je zmé&di (teplotni souéinitel odporu médi %cx zname) a
teplota okoli se béhem zatizeni nezménila. Dano R;=2,2 Q; ] =20°C; 8, =60°C; % =3,92 10° K.
Reseni: Odpor se méni s teplotou podle vztahu
R, =R[l+ay8,-9)] |
Po dosazeni do vztahu dostaneme velikost odporu vinuti pfi teploté 60 °C

R, =2,2(1+3,92-107 (60 - 20)] = 2,55 ¢y

Priklad 2.36 | D
. Po dlouhodobém odstaveni pece pfi teploté $ jsme naméfili odpor vyhfivaci spirdly R;. Po delsi

dobé provozu jsme naméfili odpor spiraly R;. Jaka je primérna teplota spiraly % po zahi4ti? Teplotni

soudinitel odporu spiraly & je zndm. Dano: R;=100Q; R, =102 Q; & =20 °C; a=4,1+10° K.

Reseni: Ze vztahu Ré =R [1+ac” (% _.91)] vypoéteme %,
1 R
9 =9 +—(=%-1
h =4 " ( R )

po dosazeni

9, =20+ ! ,(Q—l)=507,8°c
4,1.107> 100

Piiklad 2.37 D

Na svorkach zdroje napéti jsme naméfili pri odebiraném proudu 7; napéti U; a pii proudu [, napéti
U,. Uréete vnitini napéti Uy a v_nitfni odpor R; zdroje. Dano: I, = 100 mA; U; =12 V; L, =500 mA; U,
=10 V. '

ReSeni: Pro napéti na svorkach v prvnim p¥ipadg plati U =Uy—R -1
ave druhém pfipad€ U, =U, R, -1,
Z obou rovnic vyjadtime /, =U, +R, -1, Uy =U, +R, - I, - Pfi rovnosti levych stran mizeme psat
Uy +R; -1, =Uy +R; -1, '
Z této rovnice vypocteme R;

R UI-U_12-10
L= 05-0,1

Napéti zdroje v nezatizeném stavu {/, = U, + R, - I, nebo Uy=U, +R, -1,

U,=12+5.0,1; Uy=10+5.0,5
U,=12,5 V; U,=12,5 V.
Ptiklad 2.38 D

Jaky proud /' budeme odebirat z kazdého ¢lanku baterie, mame-li m ¢lanki spojenych paralelng?
Kazdy &lanek ma vnitini napéti Y 0 a vnitini odpor R}, Baterie pracuje do zatézovaciho odporu R,.
Dano: Us=6V; & =0,1 %, m=5R =12 |

ReSeni: Vysledné napéti U, baterie je rovno napéti &lanku Us
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~ 2. Staly proud

Uy=Ui=6v
. e : R 0]l
Vysledny vnitini odpor baterie g = =L = 2= = 0,02 ?
m 5
Proud odebirany odporem R, z baterie Vi Yo 6 588A

"R +R, 0,02+1
Proud odebirany z jednoho ¢lanku (vnitini odpory viech ¢lanki jsou stejné)

p=L 388 _5A
-m
Priklad 2.39 D

Potiebujeme méfit v siti s napétim U. Mame k dispozici voltmetr srozsahem r, a vnitinim
odporem R, pfi tomto rozsahu. UrCete velikost pfedfadného odporu R, a konstantu voltmetru %, po
zv&tSent rozsahu, je-li poet dilkt na stupnici d. Dano: U= 230 V; r, =60 V; R, = 2000 ? pfi rozsahu
60 V; d =120 dilka
ReSeni: Prediadné odpory jsou vyrabény s hodnotami stejnymi, jako maji vnitini odpory voltmetrq,

proto upravime novy rozsah na nejbliZe vy3si nasobek zakladniho rozsahu, j. na 240 V (5 = 240 _ 4).
‘ 60

Velikost piediadného odporu R, =(n-1R, =(4-1)-2000 = 6000 ?

Konstanta voltmetru je k,= % = %g =2 V/na dilek.

Pozndamka: Vnitini odpor voltmetru se udava téz hodnotou odporu vztazeného na 1 V méficiho
rozsahu, tedy napt. 5000 7/V. Ma-li voltmetr méfici rozsah napt. 12 'V, je R, =5000-12 = 60000 ?.

Priklad 2.40 ' D

Z vystupu usméritovace o napéti U je napajen stejnosmérny motor, ktery ma na Stitku uveden
Jjmenovity vykon P,, u¢innost 7, a jmenovité napéti U,. Na usmériiovad je téz ptipojeno x Zirovek,
které jsou na napéti U a maji vykon P;. Vypoététe piikon P, a proud I, plné zatizeného motoru, odpor
R: jednotlivych Zarovek a proud I, ktery zarovkami prochdzi. Dano: U = 24 V; P, = 1,5 kW;
1,=82%; U,=24V; x=10; P;=5W.

% 2 2
Refeni: p =10 D0 1505w g U2 _yy550
7 082 P 5
P
1n=_P=%=76,2A Z,:££: 24 =02
U, 24 R, 1152
Piiklad 2.41 D

Nabity akumulator o napéti 4V ma elektricky naboj 28 Ah. Kolik je to coulombd? Jakym proudem
se nabije za 10 hodin? Jakym proudem se vybije za 140 hodin?

ReSeni: 1 Ah = 3600 As
28 Ah =13600 28 = 100 800 C

1, =2 -28AR 44
¢t 10h

Akumulator se nabije proudem 2,8 A za dobu 10 hodin.

Za 140 hodin se akumulator vybije proudem 0,2 A.
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2. Staly proud

Priklad 2.42 D
Kolik ampérhodin je 96 494 coulombi (Faradaytiv naboj)?
ReSeni: 1 Ah=3600 C =3600 As
96494 C -9
3600 As

Naboj 96494 C piedstavuje 26,8 Ah.

6,8 Ah

El

Priklad 2.43 D
Vodi¢em o prifrezu S =4 mm? prochazi proud =10 A.Jak4 je proudova hustota J?

Refeni: Proudova hustota

J= 1 = 10A2 = 2,5A/m1n2 .
S  4mm
O tom, zda je tato proudova hustota dovolend, se piesvédéime z tabulky (pro vinuti motoru by byly
hodnoty v tabulce odlisné)

Trvalé zatizeni médénych a hlinikovych izolovanych vodi¢a

Promér [mm] ] 0,96 11 14 1.8 2,25 2,75 35 45
Prifez[mm’] 0,75 1,0 1,5 25 4,0 5,0 10,0 16,0
Proud |Cu 13 16 20 27 35 45 65 86

[A] Al ' ! 16 21 29 37 51 68
Piklad 2.44 )

Sbérnice proudu ma obdélnikovy prifez 20 x 80 mm a prochazi ji proud 1 = 1000 A. Jaka je
proudova hustota?

ReSeni; Prifez S = 20 x 80 = 1600 mm’

Proudova hustota
J :—[‘:-&6—720,625A/mn12 .
S 1600mm

Priifez 1 mm? sb&rnice je zatiZeny proudem 0,625 A.
(Z 1 mm? vychazi proud /; = 0,625 A.)
(Z celého prifezu S vychazi celkovy proud 7= 1000 A.)

Priklad 2.45 D
Paralelnim zapojenim odporu 28 ? se méfici rozsah ampérmetru zméni z 5,6 A na 6 A. Jak velky je

jeho vniténi odpor?

ReSeni: Pii paralelnim zapojeni odporu R =28 ? a vnitiniho odporu ampérmetru R, se celkovy proud 1

rozdéli na ¢ast prochdzejici ampérmetrem 1, a ¢ast [ — I, prochazejici odporem R. Napéti na obou

paralelnich odporech bude stejné U =R, I,= R(/ — 1,) a proto

CR(U-1,) 28x04

R,
1 56

2Q.

v

Piiklad 2.46 ‘ D
Ruci¢ka ampérmetru (méfie proudu), ktery md vnitini odpor 20 ?, dosahne maximalni vychylky
pii 10 mA. Jakou hodnotu musi mit bo¢nik, aby maximalni vychylka odpovidala 50 mA?

Reseni: Podobné jako v pfedchozim piikladu bychom ziskali
_ ! VRV
-1,

R =50

42



3. MAGNETOSTATICKE POLE

Piiklad 3.1 B

Vypotitejte intenzitu magnetického pole ve stfedu velmi tenké kotoucové civky, kterd ma N zavith
rovnomérné rozlozenych a prochdazi ji proud / za predpokladu d<<a;.

ﬁ:zaz.

.ﬁ:za?

ReSeni: Pomoci Biot-Savartova zékona dostaneme pro jeden zavit ve stfedu H=l2a. Civku
rozdélime na elementarni kruhové zavity s polomérem x a prifezem dS = dx d. Jednim takovym
zavitem prochazi proud dI = J dS, kde J=NI /(a;— a;)d je hustota proudu. Integraci dostaneme

papr ME N e
MW (ay—ax (ay-a) a

Priklad 3.2 B

Urdete intenzitu magnetického pole na povrchu rozlehlé feromagnetické desky (i — ), nad niz je
ve vzdalenosti 7 umistén pfimy vodi¢, protékany proudem /. Jeho primér d<<a.

Reseni: Ulohu fe$ime metodou zrcadleni. Feromagnetickou desku nahradime druhym tzv. zrcadlovym
vodi¢em ve vzdalenosti /2 od roviny, protéka jim proud I stejné velky a stejnym smérem jako ve
vodi¢i skuteéném (protoZe p — o). Intenzitu magnetického pole uré¢ime superpozici poli obou vodici.
Intenzita pole vyvoland vodi¢em 1 v bod¢ A je

I 1 1

H=s e
Yom ox Nl B2
a vodicem 2 je
1 1 1

N

Vysledna intenzita v bodé A je

H,y

H=2Hcosa =2H,cosa ,coscx SO S—
. x2 + h2
Vysledna intenzita magnetického pole v obecném
bodé A na povrchu feromagnetické desky

I x
= A/m,A,m
V4 ixz +h? } [ ] ]
Priklad 3.3 : C

Vypocitejte reluktanci (magneticky odpor) feromagnetického prstenu. Nakreslete nahradni schéma
tohoto obvodu. '
ReSeni: Pii piiblizném vypoétu a pokud rozdil mezi vn&j$im a vnitinim polomérem neni ptili§ velky,
muzeme reluktanci prstenu poéitat jako reluktanci magnetického obvodu s konstantnim prifezem
S = bla,— a;) a s-délkou I, =7 b(a; + a;), kterd odpovida délce stiedni silové Cary, jako
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3. Magnetostatické pole

=28,
IR 7z(a2 + al)
Rm -—— —
us ﬂ(az 4 )b
Tento vztah plati pro
vypodet reluktance R
induk¢ni trubice
s rovhomérné  rozloZenym
tokem po prifezu.

V prstenu je intenzita pole
nepfimo imérnad poloméru, i

intenzita pole a indukce je :

vétsi na vnitfnim obvodu a magneticky tok neni rovnomérné rozloZen po prufezu.Pfi presnéj$im
vypoctu musime prsten rozdélit na tenké prstence tloustky dx, v jehoz prifezu dS = bdx je konstantni
indukce. Magnetickd vodivost obvodu G,, = 1/R, je déna souétem magnetickych vodivosti dG,,
jednotlivych prstenci

de /zbdx
) 2mx

aa,,
Za predpokladu u = konst. je

G, de “blnaz [H,H/m,m]

9
pak magneticky odpor
R, =GL=2— [H, H/m, m]
m /lb In=2% @
a
Piiklad 3.4 D

Vypociéte vysledny magneticky odpor feromagnetického prstenu s permeabilitou ., obdélnikovym
prifezem o Sifce b, vnitinim polomérem a; a vn&j$im polomérem a; , ktery je pferu$en dvéma
kratkymi vzduchovymi mezerami o délkach d; a d,, vzniklymi tim, Ze prsten z predeslého ptikladu byl
roziiznut na dv€ poloviny a opét sloZen, za predpokladu maiého rozdilu poloméri ¢, a a; a pfi
zanedbani rozptylovych toki v okoli vzduchovych mezer.

ReSeni: Celkovy tibytek magnetického napéti na uzavieném obvodu U, = R,,& = NI je dan souctem
abytki na jednotlivych usecich U, = R, &&= Uy + Uprer + Upnz + Uppier = Ry + Ruptier + Rz +
+ Rysez ). Vysledny magneticky odpor je tedy dan souétem magnetickych odpord Jednothvych
sériové fazenych Useki (podobné jako v piipadé elektrického obvodu).

Odpor ve vzduchovych mezerach je

YR, = Iy __dy+d

R.=R _BHta
S play—a)p

mvl

Celkovy magneticky odpor je dan odporem R,:. = Rypes + Rz podle predesiého prikladu a R,
7z(a2 +a1) . d, +d,

R =
#(az‘al)b ﬂo(az—al)b

m

P¥iklad 3.5 D

UrCete magnetickou indukci a magneticky tok ve vSech vzduchovych mezerach jadra slozeného
z plechii. Budici civka je navinuta na krajnim sloupku jadra, ma N = 500 zavitd, kterymi protéka
proud 7 = 100 mA. Vrstva plecht ma &istou tloustku Zeleza ¢, permeabilita materidlu p —> oo.
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3. Magnetostatické pole

Zanedbejte rozptyl pole v mezefe. Rozméry jadra jsou §; =S; =10 x 10 mm* a $,=20 x 10 mm® a
d = 0,5 mm.

ReSeni: Protoze permeabilita plechii je velka (u—> ), miZeme —{3
zanedbat reluktanci jadra R,s.; — 0. Uréime magnetické odpory d
vzduchovych mezer o1 D .
d
Ry == = Ry =398-10° 1, S LS Sz__*_
HoSy
L ] &
a,
Ry =—3— =199.105 H', ,}
092

Magneticky obvod je analogicky s proudovym obvodem a lze pro ného nakreslit nahradni schéma
podle obr. b).

Podle nahradniho schématu je vysledny magneticky

odpor obvodu (vzhledem ke zdroji) 4
Rmv =R+ RmVZRmv3 =53 '106 lﬁb? &33
Rmv2 + 83
Pak tok @, vypoteme z Hopkinsonova zékona
_ - -6
@; = NI/ R,, —9’42,' 107 Wb. T Rul [ R Rus
Tok @, se déli do sloupki 2 a 3 tak, aby mezi uzly o
. ) 1
AB (v nahradnim schématu) bylo stejné magnetické
napéti : <
b) B
Z Um =0= (DZRMZ = CD3Rm3 >
SO=0=0 =0, + D,
@, =———R"’Lc1>l =6,28-10"° Wb O, =—LTm2 @ -314.10° Wb
mv2 + Rm Rva + Rmv3
Magneticka indukce v mezerach 1,2,3 je
B =—(?J-=9,42.10‘2 T, Bz=&=3,14-10*2T, B =&=3,14-10‘2T.
Sy 2 3
Priklad 3.6 C

Magneticky obvod s permanentnim magnetem mé vzduchovou mezeru délky /, =2 mm.
Permanentni magnet M je rozdélen na dvé Casti (na obr. a vyznadeno Srafovanim). Jejich délky jsou
I /2 =20 mm. Konce magnetd jsou spojeny jhem J zmagneticky mékkého materidlu s velkou
permeabilitou a malou reluktanci. Material magnet ma hysterezni smycku podle obr. b (Je kreslen jen
druhy kvadrant hysterezni smy¢ky).

I 1et? Ny
—b o

e |8
B PR 2

7, ;
ha 2 I\ I"
\

) &'\ H[A/m]
_§0000  —40000 20000 0




3. Magnetostatické pole

Ktery bod hysterezni smy¢ky definuje stav magneti po zmagnetovani a vypnuti magnetizaéniho
proudu? Jak velkd bude indukce ve vzduchové mezeie? Zanedbejte rozptylovy magneticky tok a
reluktanci jha.

ReSeni: V uzavieném homogennim obvodu by po zmagnetovani a po zéniku magnetujiciho pole
zistala remanentni indukce B, , odpovidajici bodu 1 na smycce podle obr. b.

V obvodu pierueném vzduchovou mezerou se uplatni demagnetizace (vyvolana ubytkem
magnetického napéti na reluktanci mezery pfi priichodu magnetického toku), kterd zplisobi zmenseni
indukce a pfechod do bodu 2. Vedeme-li integra¢ni drahu po stfedni silové care, plati cfﬁld&' =0,
nebot’ draha neobepina elektricky proud. V magnetech je intenzita pole Hj, (ve sméru dréhy) a ve
vzduchové mezefe je intenzita H, (ve sméru drahy). Na jhu, jehoZz reluktance je zanedbatelnd, vznika
prochézejicim magnetickym tokem jen maly Gbytek magnetického napéti a je zde H = 0. Pak plati

§H -ds=Hyl, +HJ, =0

a z toho
I
HFe = —Hv }_
Fe

Zanedbame-li rozptyl, prochazi vSemi prifezy magnetického obvodu stejny tok a je-li priifez vSude
stejny, je vSude stejnd indukce.

BFe = BV
kde By a B, jsou indukce v magnetu a ve vzduchové mezete
HFe Hv lv Zv

Pomér By, / Hi, musi vyhovovat této rovnici. V grafu B = f(H) lezi body vyhovujici rovnici na

' . \ , Ly, . . L, :
piimce d. Ta svira s osou H thel 6= —arctg(uo %] a s osou B thel 6= —arctg[ ‘l ] .
Holre
Pracovni bod magnetu musi odpovidat této rovnici a musi pfitom lezet na hysterezni smycce. Je
tedy dan prisecikem ptimky d s druhym kvadrantem hysterezni smy¢ky. Pro udané rozméry obvodu je
sklon demagnetizaéni ptimky 4 dan pomérem
By, Iy, 62-20

HFe —H lv

v

~-2,5-10° H/m

=-1256-10"

Sestrojenim této pfimky v grafu B=f (H) dostaneme prisecik se soufadnicemi By, = 0,475 T,
Hj. = =20 000 A/m (intenzita magnetického pole je zaporna, nebot’ ve druhém kvadrantu smycky ma
intenzita Hy, opatny smér neZ indukce By,). Sklon piimky ¢ musime oviem zakreslit se zietelem na
mefitka v ose Ba H.

Indukce ve vzduchové mezete stejna jako indukce v magnetu, tzn.
BV = B]fe = 0,475 T.

Pozndamka 1: Uvedeny vypodet je jen piiblizny a slouzi k prvnimu odhadu poméréi v magnetickém
obvodu. Ve vétsiné ptipadii nelze zanedbat rozptylové magnetické toky, které zvé&tSuji indukei
v magnetu (a to rizné€ v riznych prifezech magnetu), takZe indukce B, je mensi nez indukce Bj.
Vypolet je pak tieba opravit stanovenim rozptylového toku bud’® odhadem (podle zkuSenosti
s podobnymi magnetickymi obvody), nebo zméienim na modelu.

Pozndmka 2: Misto znatn€ neptesného a pracného grafického feSeni je mozné numerické feSeni.
V tabulkovém procesoru pouzijeme pro graf B (H) Graf, Pfidat spojnici trendu, Typ trendu
Polynomicky, MoZnosti Zobrazit rovnici regrese, Zobrazit hodnotu spolehlivosti (stupeii volime
tak, aby se R blizilo 1). Tim ziskame pozadovany polynom.
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3. Magnetostatické pole

Do A2 vloZime libovolnou nenulovou hodnotu, do B2 vypoéteny polynom, do C2 rovnici pfimky d
a do D2 uvedeny rozdil. Pro fe$eni pouZijeme Nastroje, Hledani feSeni, Nastavena bufika D2,
Cilova hodnota 0, Ménéna buiika A2 (pro riizné procesory se mohou nazvy ménit). Vysledky
udavé tabulka. /

A B C D

1 H B(H) B(d) B(H)-B(d)

2 -19204 0,48 0,48 3.10°7

Priklad 3.7 . ’ C

Udejte naértem, jak se méni pracovni bod permanentniho magnetu z ptedchazejiciho piikladu pii
magnetovani a pii zaniku magnetizaéniho proudu. Urlete, jak se méni poloha pracovniho bodu, kdyz
obvod po zmagnetovani rozebereme (tzn. odejmeme magnety M od jha J) a opét jej sestavime.
Vysvétlete, zda je vyhodngjsi provadét magnetovani na samotnych permanentnich magnetech (které
se pak po zmagnetovani vinontuji do obvodu) nebo na sestaveném obvodu.

Reseni: V ychézime—li Z odmagnetovaného stavu, B
B )
B max

postupuje pracovni bod magnetd pfi vzrustu d
magnetizaéniho proudu zbodu 0 po kiivce \
prvotni magnetizace az do bodu B,,,, pfi maximu A B
proudu. PH zaniku proudu se pracovni bod \C
pohybuje po sestupné vétvi hysterezni smyc¢ky az -=____ B B'm

do * prioseéiku A hysterezni  smycky H
s demagnetiza¢ni pfimkou d (jejiZ poloha je dana H. Hn Hy O
rozméry magneti a vzduchové mezery), viz

obrazek.

Jestlize se oddali magnety od jha, zvétsi se znaéné demagnetizace (zvétsi se znaéné délka drahy
toku vzduchem /) a pracovni bod se posune po hysterezni smycce dale do bodu B na nové
demagnetizaéni pfimce d’. Po novém sestaveni obvodu se demagnetizace zase zmen3i na plvodni
velikost (ptimka d), pracovni bod se v8ak nemlZe vratit zpét po hlavni hysterezni smyc&ce do bodu A,
ale posune se po malé hysterezni smy¢ce do bodu C na pilvodni demagnetizalni piimce d.
Rozebiranim a opétnym sestavenim obvodu se permanentni magnety znaéné zeslabi, indukce a
intenzita pole B, a H, pracovniho bodu poklesnou na hodnotu B’, a H . Ve stejném poméru se
zmens$i i indukce ve vzduchové mezete.

Kdybychom magnetovali samotné permanentm magnety a pak teprve sestavovali magneticky
obvod, dostali bychom pracovni bod C, tzn. dostali bychom zna¢né mensi indukei v mezefe nez pii
magnetovani smontovaného obvodu (pracovni bod A). Smontovany obvod lze magnetovat napf.
civkou navinutou pfimo na obvod (nejlépe na magnety, aby rozptylové toky byly pfi magnetovani co
nejmensi) a uzaviit vlozkou z magneticky mékkého materialu, aby se zmenSily neuzite¢né ubytky
magnetického napéti. Civka miize mit jen maly poet zavitii (musi se navijet na smontovany obvod
provlékanim vodice) a proto je k magnetovani nutny velky proud.

Piiklad 3.8 : ’ ‘ C
Magneticky obvod l0d? 1md?2

s permanentnim magnetem ma b [

vzduchovou mezeru délky 1. ] prepe—, B ‘

Permanentni magnet M je ) A — 8=y (H+ 1)

rozdélen na dv& Casti (na obr. a I M= konst.

vyznaCeno Srafovanim). Jejich | 4
délky jsou I, /2 . Konce magnetti
jsou spojeny jhem J z magneticky H
mékkého  materialu s velkou
permeabilitou a malou reluktanci.
Predpokladejte, Ze vektor magnetické polarizace M je konstantni. Zanedbejte rozptylovy magneticky
tok.

.y
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3. Magnetostati_cké pole

ReSeni: V uzavieném homogennim obvodu po zmagnetovani a po zaniku magnetujiciho pole plati
obdoba 1. a 2. Kirchhoffova zakona

D, =0; =D, =D,

B,.S,=B;.8=8B,.5,=0,

Uit Upz+ Upy= 3 1=0.

H,.l,+H; . I;+H,.1,=0 = H,<0.
V permanentnim magnetu plati

Hy,=By/ po—M=D( Sy i) —M.
V magneticky mékkém materialu plati

H; = B:/ (4o phzr) = © /(S Ho ).

Ve vzduchu
H,= B,/ tty = D (S, th).

Takze plati

( i —M)lm 2 P =0,

Sy iy Sstoty  SyMo
_ M
b=
PRSP - +

Priklad 3.9 | A
Uréete vektorovy potencial A4 uvniti velmi y

dlouhého magneticky velmi dobfe vodivého

pasového vodi¢e obdélnikového prifezu (1 > 100),

kterym prochdzi proud 1. Vodi¢ je umistén ve ib y

vzduchu, i

Reeni: Jedna se o rovinné magnetické pole, nebot’ b

podélna magneticka indukce B, je pii zvolené P =

soustavé soufadnic nulova. Indukéni Cary tohoto pole - ot L) L

nevystupuji mimo vodi¢ — magneticka vodivost okolniho prostiedi je mnohem mensi nez vodivost
uvazovaného vodice. Vektorovy potencial A uvniti vodi¢e m4, stejné jako proudova hustota J,, pouze
podélnou slozku A, (magneticky tok plochou uzavienou libovolnou kiivkou v roviné z = konst. je
nulovy a proto kfivkovy integral vektorového potencidlu se rovna nule) a ta splituje Poissonovu
rovnici :

V2A=\72Az=—,u.l=—,u]z. ,

ReSeni nalezneme jako superpozici feSeni homogenni rovnice (pomoci metody separace
promeénnych) a partikularniho integralu nehomogenni rovnice. ReSeni homogenni rovnice je

Az(x,y)=Z(Ak sin kx + B, cos kx C, sinh ky + D, coshky)+Mxy+Nx+Sy+T R
-~ :

stejné jako pro analogicky problém v elektrostatice.
Uvazujeme v roviné  x = konst. obdéInik soumé&rny podle os y a z, pak

jLB-dS:iA-dl.
Z divodu symetrie a protoZe silo¢ary B jsou uzaviené plati B, (xy) = B (-x,y) a B: (x,y) = -B. (x,~)

a jelikoZ se v integralu na levé strané objevuje pouze slozka B, je tento integral nulovy. ProtoZe
existuje '
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3. Magnetostatické pole

pouze slozka A, , bude kiivkovy integral rovny / [4.(x,y) — 4.(x,~y)]. Volime-li stranu obdélnika /
dostate¢né malou, je zfejmé, Ze musi platit 4,(x,y) = 4.(x,—y). Podobné bychom ukazali, Ze 4.(x,y)=
= 4,(—x,y). Proto musi platit 4, = C;, = M =N = 8= T = 0. TakZe feSeni homogenni rovnice je

A,(x,y)=3 F, cos kxcosh ky .
ok
Partikularni fedeni se miize volit ve tvaru 4,= —u x°J, /2 (zfejmé vyhovuje nehomogenni rovnici a
je to suda funkce), takZze vysledné feseni je

A,(x,y)=3 F, cos kxcosh ky — uf ,x% /2.
k

Na rozhrani feromagnetikum —vzduch je magneticka indukce te¢na k rozhrani a protoZe B =rot A

B =% o, B =-2% _o.
ny=ia Ox y=tb

Konstanty F; a k uréime z uvedenych okrajovych podminek

_QCp+Dx

> kFy, coskasinhky=0=k
k 2a

Ck+Dr F, sin Ck+Dm cosh QRk+YHYrb
2a 2a 2

Zi:o + ;uj X 0.
Pro vypocet musime rozvést x do Fourierovy fady s Cleny b, sin [ma/(2a)]. Sudé Cleny jsou nulové

a pro liché dostaneme

2 [sin Qp+Dm e ED8a

by = .
AP 2a Qp+1Pn

Po dosazeni za x dostaneme pro koeficienty

- (=D*16a>
Fe=~w: Qk+Dmb

2a

2k +1)° 7% cosh

Vektorovy potencial A=4, z’ a magneticka indukce B = rot A uvnitt vodide je

(-D*3242 @k+Dhmx o Qk+Dy

A (e y)==p, 125" + 35 cos ’_
Qk+ 1)3 P COShM 2a 2a
2a
g =M
o
k 2
=, 1233, Qk+Dr (=D 3212“1)”[9 cos ZhHDme L Qk+ D7y ,
20 (4177 cosh HEFV® T 2a 24
a
o4
B =——Z=
g Ox
1 ka2 )
=, 12 2x-3% (2k2+ LA J2a(2k+1) sin (2k; o k; Dy |
a (2k+1)*> 73 cosh et + )70 a a
a
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3. Magnetostatické pole

Piiklad 3.10 D
UrCete iB-dl pro uzavienou kiivku C a obvody , kterymi protékaji proudy podle obr. a) a b).
I=10A,;=6A, L=9A, ,=5A1,=6A,s=8A.

®‘2 ®i1

C
dl ®, ® 1

a)
ReSeni: Plati
foB-dl =l

kde 7 je celkovy proud. V ptipadé a) je celkovy proud (orientace I; a I; odpovida pravidlu pravé ruky,
orientace I3 je opa¢na, I, a Is jsou mimo smyc¢ku)

I=0+L-L=6+9-5=10A.
a proto se uvedeny integral rovna g I=4mn . 10° T.m.

V pifpadé b) je celkovy proud / = 10 A (vodi¢ sice prochdzi plochou uzavienou kivkou C trikrat,
ale dvakrat prochazi tak, Ze orientace proudu odpovidéa pravidlu pravé ruky a v jednom piipade je
orientace opa¢na a tedy vysledny proud / = 10 + 10 —10 = 10 A) a proto se uvedeny integral rovna
toI=4m . 10° T.m.

Priklad 3.11 B
Dlouhy pfimy vodi¢ vede proud I

Uréete magneticky tok pro plochu +

omezenou obdélnikem podle obrazku. |

Refeni:  Vodi¢  vytvai  podle b
Ampérova zakona ve vzdélenosti » od 4
vodice pole

2arH=1
a tedy B = py1 /(2 mr). Magneticky tok o L
urime integraci pres plochu obdélnika '

(D:,uolcjbg'lz/zolclnb

2r " r 27 ;

Piiklad 3.12 B
Urcete magneticky potencial A a H pro dlouhy vodic, kterym tece proud 7.

Reseni: Uvazujme vodi¢ umistény podle osy z . ProtoZe proud tee pouze podle osy z, jsou d4, a dA,
nulové a d4, je rovnobézné s Idz. Pak plati

2 L
I N B N LI U RN Nt
4 b 0 2 v

22+RP M TR 27 0

I
A, =”L[1n(L+ 1 +R? —lnR]
27

To ukazuje, ze A; ma stejnou velikost pro konstantni hodnotu R a nezavisi na Ghlu ¢ (pro valcovou
soustavu). Jestlize piedpokladame L>>R, pak L’ + R° ~L* a
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3. Magnetostatické pole

ol
zzi[ln(zL)-mR]. s
"y . . , . ldz ¥
Pouzitim vyrazu pro rot A ve valcové soustave
(pfitom vyuZijme toho, Ze 4, , 4, , Az , A a derivace
A; podle ¢ jsou nulové) dostaneme
Ll oy 1

H=H," = =
i ﬂo[ﬁz & [" "o’

coZ je vysledek, ktery lze ziskat pomoci Ampérova
zakona.

Je pozoruhodné, %e A, — o« pro L — o , zatimco
rot A je konecné. Je nuiné si uvédomit, Ze 4 muze byt
nulové, nebo se blizit nekoneénu, i kdyZz rot 4 je kone¢né.

Pyiklad 3.13 B
UrCete magneticky potencial A4 a H pro dva rovnobézné dlouhé vodiée s proudy —/a l.

£
T

:
s
£

. ;
i “
’
."ﬂlz'? l’.-: R?
b ,fj
kY N
4
4
7

-

R
-
.

Az

Reeni: Bod P je v roving xy a po&atek je ve stiedu mezi obdma vodiéi, které Jjsou rovnobézné s osou
z v roviné yz. PouZijme vysledek z pfedchoziho pfikladu a pro bod P dostaneme pro potencialy

Foly [n2L)-nR ],
T

AZI= 5

Ay ==H22 (@) ~InRy).

Jestlize I; = I, =1 ; pak

A=A, +A, =i‘2°—ll[1nR2 ~InR].
w

Protoze soufadnice P jsou (x,y,0), dostaneme

RP=x +y - a)z; RA =¥ +(y + a)z.
Derivovanim dostaneme
2Rl?ﬁ=2x, 2R2%=2x,
Ox Ox
R R
2m B2y, 2Ry, =2 =2y+a),
Qy oy
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3. Magnetostatické pole

Protoze A4 , A, jsou nulové, je H;nulové a

HxxozaAz x”:l- 1R, 10R x”zi y+2a_y—2a X,
_ 3y 2\ Ry, Oy R oy | B R
a4 I[16R 10R Ix x
&~ 2|R x R ox B R
H,7’ =0.

Opét se ukazuje, Ze i kdyZz pro R; = R; v rovin€ y = 0 je 4, a dokonce 1 4, nulové, je H, = Ila/ (nR%)
konecné. . '

Piiklad 3.14 A
Uréete magneticky potencial 4 uvnitf vodiCe o poloméru R, ktery vede proud Z, jestlize je 4 nulové
ve vzdalenosti p = R od stiedu.
ReSeni: Uvniti vodite s osu ve sméru osy z predpokladame rovnomérnou hustotu J= 1/ (zR%)z’.
Tedy
V2 A, =VI A=, J.
Uvazujme valcové soufadnice, pak (derivace podle ¢ a z jsou nulové)
(), 1 5 P
}555[’)5;)

p2 a¢2 622 -
iz[pa_fl]__w
pop\” ap ’

Po upravé dostaneme

dAd 1 2
P2 e [pdp = ——pJp* +k,
P =t [pdo S Holp

Protoze platitot A =B

Po PY 7’
rotA:Li i i =_£%¢0=B¢(/)0
plop O¢ Oz p op
0 0 A

Uvnitt vodice ve vzdalenosti p od stfedu (na kruZznici o poloméru p) je B azimutalni a plati
By =gy [Inp*’ / (AR DY Qrp) =y Ip / QAR ) =gy Jp /2=y Jp /2 + k/p.
Protok=0a
A=—%/10Jfﬂdp=“%ﬂo-]/72 +K.

Jestlize A = 0 pro p = R, pak

| P N | -a
A=— R —= pJp? == 121
1o Ty 47[(
Piiklad 3.15 S

UrCete magnetické pole ve feromagnetickém materialu s velmi Gizkou hysterezni smy¢&kou ve tvaru
prstence (toroidu), ktery je buzen stidlym proudem. Zavislost mezi B a H je dana v tabulce. Na prstenci
se sttednim primérem 255 mm je navinuto N=160 zavitd vodie, kterym protéka proud 2,5 A.
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3. Magnetostatické pole

Vypoctete B na stiednim priméru. Jaky bude proud, ktery bude vytvaret stejnou indukci B, jestlize
bude mit prstenec mezeru o Sifce ¢=0,5 mm? Jaké B bude na prstenci s mezerou pro proud 7,5 A?

HI[A/m] 250 500 1000 2000
B[T] 0,9 1,2 1,4 1,6
ReSeni: Protoze se jednd o magneticky m&kky materidl, miZeme predpokladat, Ze existuje
3 =
25
2 [s S8
15 i . - T - — —1
- -—""_/‘-'__‘.‘-—
1 f’A\M =
, ' N
/ *, T -
05 - .
‘!‘\ i :A . H M
0 “~ T [ m]
0 500 1000 1500 2000
jednoznacny, i kdyZ nelinearni vztah, mezi B a H. Ziejmé plati -
§H - ds=H1=Nl; H; =NI/l=500 A/m

- Odpovidajici hodnotu B; = 1,2 T ziskame z tabulky (popf. grafu).
Jestlize se vyfizne mezera, klesne indukce na hodnotu B, kterd bude stejna v prstenci-i ve
vzduchu. Oznadime pole uvnitf materidlu H,; a ve vzduchu H,,= BZ/ L. Pak

§H -ds = Hyl+Hyya=Hyl+Byal py = NI,

coZ je linearni vztah mezi Hy; a B,. Proto je feSeni dano prusecikem piimky
po BN okl
a a’
a magnetizacni kiivky. Abychom dostali stejnou hodnotu indukce, musime pouzit proud 5,48 A, jak
lze ur¢it pomoci tabulkového procesoru (Cerchovang). Pro proud 7.5 A dostaneme pomoci
tabulkového procesoru indukei 1,35 A (Carkovang).

Priklad 3.16 S

Metodou siti uréete vektorovy potencial 4 velmi dlouhého vodie, ktery ma &tvercovy prifez
(strana ¢tverce 2a = 4 mm) permeabilitu p = 100 po, vede proud 16 A a je umistén ve vzduchu.

Ay » Jofd Q Az Ji/4
Hz K Hd
" A A
J . . cS h ° .'E'l.g h ‘:"i 1
EC A
Ko Ha
B D Ha

G F > X s QA 4
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3. Magnetostatické pole

ReSeni: Zvolime osy x a y rovnob&Zné se stranami &tverce, osa z je podél osy vodige. Vektorovy
potencial 4 m4, stejné jako proudova hustota J, =16/0,004? = 10° A/m* pouze podélnou slozku 4, a ta
spliiuje Poissonovu rovnici
VA=VA,=—pJ=—ul,.
Proudova hustota ve sméru osy z se neméni a tedy derivace podle z je nulovd, takze miizeme
uvaZovat dvourozmérnou ulohu. Pro metodu siti nahrazujeme derivace diferencemi. Budou-li /2 a &

vzdalenosti mezi uzly ve sméru x a y (oznaeni 4; se voli podle obr. — prostfedni bod ma index nula),
pak zfejmé plati pro prvni a druhé derivace podle x (analogické vztahy plati pro derivace podle y)

o4l 1 o4 1
aOZZ(AI_AO)’ Py 0=_h2 (4 + 45 =24,
a tedy
N4 1 1
1 =4+ A 24 +—A+ A -24))=J.
i, h2(1+3 Ao) k2(2 ‘4 4)

Pokud bude prostiedi homogenni, pouzije se tato rovnice. Pokud nebude prostiedi homogenni,
budeme uvazovat ,,primérné* prostiedi. Napt. pro dvé prostiedi s 4, a 1, budeme misto 1/ uvaZovat
(/g +1/1)/2. Podobné si mizeme predstavit, Ze J bude rozdilnd v jednotlivych burikach, takze
budeme uvaZovat hustoty proudu J;, J,, J;, J, a tedy vysledna rovnice bude

AO_AI A()_AZ + A() ~A3 + AO_A4 __J_l__*_iz‘_’_:]i_}_ﬁ.

+ -
2’ 2k’ 2k’ 2usu k4 4 4 4

Hyt Hy Myt Hy Hy T H3 Ha Tt Hy

PouZijeme-li tabulkovy procesor, lze tuto lohu snadno fesit (analogicky jako pro elektrostatické
- pole). V ,dostateéné vzdalenosti“ (zvolime 4 mm od vodi¢e) bude A zanedbatelné. Nemusime
uvazovat cely prostor, ale zvolime pouze jednu Ctvrtinu (napi. horni pravy roh, jak je naznaCeno na
obr.). Tento roh ma rozmér 6 x 6 mm, takZe zvolime 7 = k£ = 0,5 mm a pouZijeme tabulku se 13 x 13
burikami (kazda buiika odpovida uzlu s potencialem A;). ProtoZe se vyskytuje pouze prostiedi s i a gy,
budu se vyskytovat pouze varianty g, =224(100.1)/(100+1)= 2 #/1,01; £=100 py; 14. Lze
identifikovat celkem 10 typt bodi (A az J) a pfislusné modifikovat vyslednou rovnici. Typy B a H
jsou uvnité homogenniho prostiedi (pro H je navic J = 0). Ostatni typy se odvodi z vysledné rovnice.
Napf. pro typ A dostaneme (pro ~=k)

ﬂoh2 ﬂok2 #1}?2 ﬂlkz 4

Jpg
Ay =| A + 4, +0,505(4; + 4, )+ ”Z /(1+1+0,505 +0,505) .
A B c D
110 0 0 0
2 [=(A1+A3+2°B2)/4 _ |=(A2+B1+B3+C2)/4____ |=(B2+C1+C3+D2)h ___|=(C2+D1+D3+E2)/4
8 [=(A7+A9+2"BB)/4__|=(AB+B7+BY+C8)/4___ |=(BB+C7T+CO+DB)4 __ [=(CB+D7+D9+EB)/A

9 |=($0$1%2+0.01*A10 |[=($0$1*2+0.01*B10+B8+|=($0$1*2+0.01*C10+C8 |=($0$1*2+0.01"D10+D8
+A8+1.01*B9)/2.02 [0.505*(A9+C9))/2.02  |+0.505%(B9+D9))/2.02 _ |+0.505%(C9+ED))/2.02 .-

10|=(A9+A11+2*B10)/4 |=(A10+B9+B11+C10)/4 =(B10+C9+C11+D10)/4 |=(C10+DO+D11+E10)/4

+$0$1*100 +$0$1*100 +$0$1*100 +$0$1*100
11|=(A10+A12+2 =(A11+B10+B12 =(B11+C10+C12+D11)/4 |=(C11+D10+D12+E11)/4
*B11)/4+$0$1*100  |+C11)/4+30$1*100 +$0$1*100 +$0$1*100
12|=(A11+A13+2 =(A12+B11+B13 =(B12+C11+C13+D12)/4 |=(C12+D11+D13+E12)/4
*B12)/4+$0%1*100 | +C12)/4+30$1*100 +$0$1*100 +$0$1*100
13|=(2*A12+2*B13)/4  |=(A13+2*B12 =(B13+2*C12+D13)/4 =(C13+2*D12+E13)/4
+$0$1*100 +C13)/4+30$1*100 +$0$1*100 +$0$1*100
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3. Magnetostatické pole

Ostatni typy by se odvodily podobné. Potencial A bude ziejmé symetricky podle os x a y. Z diivodu
symetrie proto budou pro body Al az Al13 a B13 az M13 nulové normalové derivace potencialu A.
V dostateéné vzdalenosti bude 4 = 0 a proto v buiikich A1 az M1 a M2 az M13 bude 0. V buiice Ol
je ulozena hodnota Juh'/4 =7,85398.10°%, Vztahy pro vypoéet v jednotlivych uzlech jsou ukézany
v tabulce. Sloupce G az K a fadky 3 az 7 neuvadime, nebot’ sloupce G az L ziskame kopirovanim
sloupce F a tadky 3 aZ 8 kopirovanim fadku 2

E F_ 1 L M
110 o1 0 0
2 |=(D2+E1+E3+F2)/4 ___|=(E2+F 1+F3+G2)/4 =(K2+L1+L3+M2)/4 0
8 |=(D8+ET+EO+F8)Y4 __ |=(E8+F7+F9+G8)4 | =(K8+L7+L9+M8)/4 0
9 |=(SO$1+F9+E8 =(E9+F8+F10+G9)/4 =(K9+L8+L10+M9)4 |0
+0.505%D9+E10)/3.01 |
10 [=($0$1+0.01"D10+F 10+ |=(E10+F9+F 11+G10)/4 =(K10+L9+L11+M10)/4 |0
0.505*(E9+E11))/2.02 -

11[=($0$1+0.01*D11+F11 |=(E11+F10+F12+G11)/4 =(K11+L10+L12+M11)/4 |0
+0.505%(E10+E12))2.021 |

12 |=($0$1+0.01"D12+F12 |=(E12+F11+F13+G12)/4 =(K12+L11+L13+M12)/4 |0
+0.505%E11+E13)y2.02| |

13 |=($0$1+0.01"D13+F13 |=(E13+2*F12+G13)/4 =(K13+2*L12+M13)/4 |0

+1.01*E12)/2.02

Potencial se vypocte iteraci, podobné jako pfi feSeni Gloh v elektrostatice. Pro piehlednost jsou
viechny uvedené hodnoty nasobeny 10°. Pole bychom uréili pomoci vztahu B = rot A, kde derivace
uréime pomoci diferenci.- Pfitom pro B, = 24/&) a B, = -4/ bychom vytvorili dalsi tabulky. Napr
hodnotu B, v uzlu B2 bychom urCIh jako = (B 1—B2)/O 0005 a By jako = (B2-C2)/0.0005.

A B Cc E G I J K L
0 0 0 0 0 0 10 0 0 0 o0
342 337 324 304 277 247 213 179 143 107 |71 (36

693 683 656 613 559 1496 (428 358 (287 (215 (143 |71

1063 1047 1003 934 848 (750 646 |539 (430 [322 (214 |107
1463 1440 1374 1273 1149 1011 867 (721 |574 (429 |285 |142
1909 1876 1781 1636 |1462 1278 [1090 |902 (717 |534 |354 176
2422 2374 2236 2029 1787 |1548 1313 1082 857 |636 (421 |209
3032 2962 2761 2456 2108 |1815 (1532 1257 991 [734 1484 1241
3389 2926 2072 (1744 1423 |1116 1823 1542 (269
6 2355 (1950 |1575 |1227 |900 591 |293
2612 (2127 1700 1315 961 629 1311
2786 (2246 11782 ({1373 |1000 |654 |323
2847 12287 (1811 1393 |1014 |662 327

Vypocteme-li pro srovnani 4 podle piikladu 3.9 uvnitf vodi¢e (oblast A9 az E13) a odedteme-li
tyto hodnoty od hodnot vypoétenych numerickou simulaci, dostaneme nasledujici tabulku:

OIOI~ND O D[ WIN|—

O000000 000000

A B C D E
9 253556 255351 256425 252435 253700
10 253815 54064 254002 253260 254113
11 253353 253398 253449 253648 254508
12 1253047 253113 253340 253854 254767
13 252954 253038 253328 253921 254856

Je ziejmé, ze dostavame zhruba konstantni hodnoty (zatimco pro numerickou simulaci jsme zvolili,
Ze potencial v ,,nekoneénu® bude nulovy, v piikladu 3.9 byly specifikovany pouze derivace, takze se
potencial bude lisit o konstantni hodnotu).
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3. Magnetostatické pole

Ptiklad 3.17 , D
Na pfimy vodi¢ o délce /= 0,4 m, kterym protéka proud / = 1 A plisobi v homogennim
magnetickém poli o indukci B = 0,06 T sila # = 0,02 N. Uréete Ghel o mezi smérem proudu a
induk&nimi Cararai. '
Reseni: Sila piisobici na vodit je
F=|F|=I|I«B|=1Bsina
a tedy o = arcsin [F/AIIB)] = 56,4°.

Priklad 3.18 B
Odvod'te vyraz pro mechanicky toCivy moment, jimz plsobi pole B na rovinou smycku o plose S,
kterou protéka proud 1. ’

ReSeni: Predpokladejme, Ze vektor B mifi svisle vzhiru. Protnéme rovinu smy&ky fadou vodorovnych
rovin. Vzniklé vodorovné ptimky doplnime soustavou spadovych pfimek. Tim dostaneme elementarni
obdélniky. Piedstavme si, Ze obvod kaZdého obdélnika obtékd proud 7 ve stejném smyslu, jak je
ukazano na obr. Tim se na kazdé¢ strané vSech vnittnich obdénikd dva stejné proudy opaéného sméru
rusi a vysledny proud bude na vnéjsich strandch, které tvoii pivodni smycku. Vysledny magneticky
Gémek pole na viechny elementarni obdélnikové proudy tedy bude stejny jako u€inek pole na celou
smy¢ku. UvaZujeme elementarni obdélnik omezeny elementy dl, dl’, —dl,— dl’ s kladnym smyslem
volenym souhlasné s ob&hem proudu. Orientovana plocha obdélniku je vektor kolmy k roving smy¢ky

as =dl xdr.
Na kladng oznagené prvky ptsobi podle predesli¢ho prikladu sily
dF =1dl x B, : dF" =1dl" xdB.

Na dalsi dva prvky pisobi opacné sily. Proto se ainek sil vzajemné rusi. Navic sily dF” a —dF"~
lezi v piimce. Zbyva tedy jen toivy moment dvojce sil dF a —dF
dM=-dl’ xdF=—dl" x1dl xB=1(dl". d)B - Idl'.B)dl,
kde dvojny soucin vektorti se ptevede na vyraz bez vektorovych nasobeni. Podobné upravime
Idl xdI'yxB=IB x(dl"x d)y=KB.d)dl’-I(B.dl")dl.
ProtoZe dl’ je kolmé na dl a dl je kolmé na B jsou oba posledni vyrazy totozné a tedy
dM=Idl x dI'y xB=1dS xB=dm x B,
kde dm = I dS je moment magnetického dipolu elementarni obdélnikové smycky.Vysledny todivy
moment ziskdme integraci. Je-li pole B v rozsahu rovinné smy¢ky homogenni, pisobi na smycku
toCivym momentem

M=I8 xB=m xB.

Priklad 3.19 : C
Vysetrete chovani smy¢ky o plose S, kterou protéka proud 7 v homogennim magnetickém poli B.
ReSeni: Na smycku pisobi todivy moment podle ptedeslého piikladu, ktery se snazi otolit vektor
magnetického momentu do sméru pole. Stane-li se tak, to¢ivy moment vymizi a smycka je ve stabilni
poloze, protoze se pii vychyleni vraci uinkem momentu M do této polohy. Moment M vymizi také,

kdyz jsou vektory m a B protismérné, ale tato poloha je zfejmé labilni,
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3. Magnetostatické pole

' Ptiklad 3.20 C

. Vysetiete pole uvniti pii¢né ploché valcové dutiny v nekone¢ném homogenmm prostiedi s osou
rovnob&znou se smérem pole B.

ReSeni: Je-li dutina velmi plocha, je celkovy ekvivalentni plodny proud na plasti vélce slaby, takZe jej
muZeme zanedbat. ProtoZe je pole rovnobézné s osou valce, plati, Ze normalové slozky B na plasti
jsou nulové a na podstavach jsou stejné, tzn. (B, je pole uvnitt dutiny, n’ je jednotkovy normalovy
vektor)

(B,~B) -n’=0, Bu=8B, B,,=B=yuH.

uH = usHgy Hyy = .

V pticné ploché duting je tedy B stejné, ale intenzita pole je u-krat vétsi. Tento jev ma velkou

dalezitost. Stejné se chova napf. pole uvnitf tenké vzduchové mezery elektromagnetu (nepfihlizime-li
k rozptylu).

Priklad 3.21 ‘ C
Vysettete pole uvnitt §tihlé podélné valcové dutiny v nekoneéném homogennim prostredl s osou
rovnobéznou se smérem pole B.

Reseni: Vysledné pole uvnitt dutiny je slabii, nez v okolnim homogennim poli. Mira zeslabeni oviem
zavisi na rozmérech dutiny. ProtoZe stény vélce maji kone¢nou vodivost a proto je plosna hustota K
rovna nule, plati pro te¢né slozky na plasti (H, je intenzita pole uvnité dutiny, #’ je jednotkovy
normalovy vektor)

(H;— H)x n’=K =0, Hy=H~=H,
By=uyH=pu,Blu=B/u,.

Tzn. Ze ve §tihlé podélné dutin€ je intenzita magnetického pole stejna, ale magnetické pole B, je
~krat mensi neZ v okolnim prostiedi. To lze vyuzit napt. pii magnetickém stinéni.

Piiklad 3.22 D
Vysetiete silové pisobeni uvniti proudové smycky (jednoho zavitu).

f{eéeni: Uvnitf jednoho izolovaného obvodu existuji magnetické sily, protoze proud v jedné &asti
vytvaii magnetické pole ve zbytku obvodu. Je ziejmé, Ze z divodu symetrie bude vysledné pole B ve
sméru osy z, nebot’ slozky kolmé na osu se budou vzajemné rusit.

&F
F

™ .

z

Uvazujeme-li element dI, kolmy na osu y, pak sila F = I dI x B plsobi ve sméru osy y, jak je
naznaceno na obrazku. Tzn., Ze v kazdém bod¢ plisobi tato sila radialné a tedy ma tendenci rozpinat
smycku (zavit).

Piiklad 3.23 : D

Proud s konstantni hustotou J tede ve sméru osy z mezi valci x* + y° = azr ax’+y =b’ Urdete
intenzity magnetického pole v jednotlivych oblastech.

ReSeni: Pro statické pole plati
§H-dl=1,.
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3. Magnetostatické pole

Zvolime-li jako kfivku C kruZnici o poloméru r se stfedem na ose z, bude integral roven 2nrH, kde
ma azimutalni smér (te¢na ke kiivee C) a tedy bude pro jednotlivé oblasti platit:

a) Pro r<abude ;=0 atedy H=0,
b) Pro a <r < b bude H =I;/2nr)=J (- &) 2nr) = J (¥ — ) A27),
¢) Pro r > b bude H =I,/21¥) = J (b’ — &) (2mr) = T (b" — a*) A2r).

Piiklad 3.24 o C
Urgete B pro magneticky dipdl.

Refeni: Podle definice je moment magnetického dipolu (smyeky) m=SI n’, kde S je plocha smycky, J

je protékajici proud a n’ je jednotkovy normalovy vektor smy¢ky S. Pro vektorovy potencial A

magnetického dipdlu o poloméru a v bodé P plati (vektor r sméfuje ze stfedu smy&ky do bodu P, ’je

jednotkovy vektor ve sméru r, uvaZzujeme kulové soutadnice s osou z ve sméru n’)

0

0 0 .
Azu_omxr :_,ulSln 7><r :52.51517“9 0 pror3>>a3,

4 r2 4 ro 4 re
kde 0 je Ghel mezi n”a r’. ProtoZe B=rot A, dostaneme

r? 8’ rsind g’

S] . . 2
B-rot A~ 1 a 8 0 _ Sy 1 {(%mecos@)rh{sm 9}00:1:

T 2singlor 90 o¢ 47 r?sin@ r r?
4, 14, rsind 4,

hY/ .
= SHo (20050r0+sm90?)
4w

Tento vztah Ize ovSem pouZit pouze v mistech, kde je » mnohem vétSi neZ rozméry magnetického
dip6lu.

Piiklad 3.25 | C
Vysvétlete fyzikalni vyznam vektorového potencialu A. 7

ReSeni: Zatimco potencial ¢ v néjakém misté se rovna praci, kterou vykona elektrické pole béhem

premisténi jednotkového kladného naboje z tohoto mista do nekone¢na, dostaneme pro magneticky

potencial

O=[[B-dS=[[rotd-dS={.A-dl.
To umozni uréit fyzikalni vyznam vektorového potencidlu A. Z horniho vztahu je ziejmé, Ze tok
vektoru B plochou § (tzv. indukéni tok @) je rover cirkulaci vektoru A po okrajové kiivce plochy C.

Plocha Smiize byt libovolné zakfiveni. Z naznaené analogie elektrostatického  a
magnetostatického pole lze dale vyvodit, Ze obdobou ekvipotencialy ¢ je povrch indukéni trubice
vedouci uréity indukéni tok .

Priklad 3.26 B

VySettete pole uvnitf magnetické koule o p = konst. vloZené do homogenniho primarniho pole B.

ReSeni: Pro feseni vyuZijeme analogie s elektrostatickym polem (ptiklad 1.42). Misto intenzity E
budeme uvaZovat intenzitu magnetického pole H a pro pole Hy uvnitf koule dostaneme (=, po)

3
3 g2t

= > 3/1 _B 3/1
My +2 H+2u,

HK=H =
M2 H+24

By =uHy = pyH

Pro p>>u o dostaneme piiblizné B, = 3B.
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4. ELEKTROMAGNETIZMUS

Piiklad 4.1 , D
Vypoditejte vlastni indukénost civky navinuté na prstenovém jadru o $iice b = 20 mm s vnitfnim
polomérem a; = 25 mm a vngj$im polomérem a. = 35 mm z materialu s relativni permeabilitou
pe=5 000, a s poftem zavitd N =1 000.
ReSeni: Plati L = @,/ I, kde @, je civkovy tok vyvolany proudem /. Podle Hopkinsonova zakona je
tok v jadru ® =NI/ R,,, kde R, je reluktance jadra. -
Neuvazujeme-li rozptyl, pak magneticky tok ® prochazi viemi zavity civky, takze civkovy tok je
@O, =NO. Z toho plyne
o, _NO_N’_N?
I 1 R, R,

L:

m
Podle tohoto vztahu miZzeme pocitat indukénosti civek bez rozptylu toku, kde magneticky tok
vSech zavitll je stejny a je dan reluktanci R, . Pocitame-li reluktanci magnetického obvodu podle
ptiblizného vzorce (tzn. za predpokladu rovhomérného rozlozeni toku po prifezu prstenu), je
— 15 ) = ﬂ(az +a1) =1,5'105H~1
HotyS  popblay —ay)

Indukénost civky je L = N*/R,, =6,67 H.

Pozndmka: Ve skuteCnosti je indukénost o néco vétsi, protoze vinuti zaujima uréity objem (neni
soustfedéno do velmi tenké vrstvy na povrchu prstenu) a jeho zavity vyvolavaji a obepinaji téz uréity
(pomérné maly) magneticky tok, jenZ prochazi vinutim nad povrchem prstenového feromagnetického
Jjadra. Tento tok je rizny pro rizné zavity. Nejvétsi tok obepinaji zavity vrchni vrstvy vinuti.

Priklad 4.2 B
Vypoditejte indukénost na jednotku délky dvouvodiCového vedeni s vodi¢i o poloméru 7 a
vzdalenosti mezi sttedy vodi¢i a. Ulohu feste za pfedpokladu ¢>>r. Vedeni je ve vzduchu.

v

ReSeni: Indukénost vedeni méa dvé slozky. Vn&jsi indukénost L je dana magnetickym tokem, jehoz
induk¢ni ¢ary se uzaviraji kolem obou vodiCl a vnitini indukénost je déna tokem, jehoZ indukéni Eary
probihaji uvnitf vodica.

Nejprve vypocitame vngjsi indukénost. Intenzita magnetického pole v roviné mezi obéma vodiéi,
vyvolana proudem 7 jednoho vodice, je H = 1/(27x) , kde x je vzdalenost od osy uvaZovaného vodice.

Vektor H je kolmy k této roviné a magneticky tok prochazejici rovinou na delce [, vyvolany proudem
Jednoho vodice je

14 1
) = [ Bl =l [ & _Holly, @
" 2r . r 2w r

To plati pfiblizné pro a>>r, nebot’ druhy vodi¢ jsme nahradili proudovym vladknem v jeho ose a
uvazovali jsme tok plochou, jeZ je touto osou ohrani¢ena. Kdybychom respektovali to, Ze jednotliva
vldkna v prifezu druhého vodiCe jsou vazana s riznymi magnetickymi toky (napf. u dvou blizkych
vodic¢it), bylo by nutno pocitat induk&nost z energie magnetického pole (podobné jako se dale podita
vnitini indukénost tohoto vinuti). 7 .

Druhy vodi¢ mé stejny proud (smycka vedeni tvofi uzavieny obvod, jimZ prochazi proud 7) a proto
vyvola stejny magneticky tok. Celkovy tok, prochazejici plochou mezi vodiéi vedeni s délkou / je

/1017
Fid 7

O =20 =

a vn&jsi indukénost na jednotku délky vedeni
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4. Elektromagnetizmus

L% Ao [Wm, Him, m].
[ = r
Vnitini indukénost L ‘, danou magnetickym tokem ve vodicich, uréime z energie magnetického
pole ve vodicich. Pfi znaéné vzdalenosti obou vodi¢l (a>>7) je magnetické pole ve vodi¢i dano
pievazné proudem tohoto vodiCe. Intenzita pole druhého, vzdaleného vodiCe, se uplatni velmi malo.
Pro intenzitu pole uvnitf vodide, vyvolanou proudem tohoto vodide, plati (uvniti kruhu o poloméru p
tede proud Ip® / r?)
Ip
2mr

H= 3

Hustota energie magnetického pole w=BH /2 = p, H * /2 (pro neferomagnetické vodide s relativni
permeabilitou p, = 1). Ve vrstvé s polomérem p tloustkou dp a délkou / je obsaZena energie

1 ip 2 to I?
aw =~— mpldp ="2"_1p%q
yo( 2) 2zpldp - 0> dp

V obou vodi¢ich délky [ je celkova energie

2
2”01 zj gp=toll Ly
8z 2

Ze srovnani je vaitind indukénost vodic¢a na jednotku délky

LT K [H, m, H/m]
Y 4

Celkova indukénost na jednotku délky

L L+l =ﬂ{4m3+1} [H/m, H, m]
/ ! 4r r

Pozndmka: Vnitini indukénost vodi¢li nelze politat ze statické definice (podobné jako vnéjsi
indukénost L’), nebot” jednotlivé indukéni ¢ary magnetického pole uvnité vodi¢e neobepinaji cely
proud. Vnitini indukénost byla pocitdna za predpokladu, Ze vodife nejsou feromagneticke (tj. za
piedpokladu, Ze maji relativni permeabilitu p, = 1). U feromagnetickych vodic¢a s permeabilitou p je
vnitini indukénost i, krat vétsi. Vnitini indukEnost byla pocitana pro rovnomérné rozlozeni proudu po
prufezu vodi¢d. Pii nerovnomérném rozloZeni proudu je samoziejme jind.

Piiklad 4.3 D
Dvé civky N, N; jsou umistény na

sloupcich stejného jadra bud’ podle obr. a) : .

nebo b). Uréete (v obou pfipadech) jejich M N._ E N,

indukénosti L; ,L, a vzajemnou indukénost N 3 -

M za predpokladd, ze p, — o pro a]l | b)l

feromagnetikum a Ze zanedbate rozptyl.

ReSeni: V piipadech usporadani civek podle obr. a (ndhradni schéma na obr. ¢) je vysledny
magneticky odpor magnetického obvodu

R _.R 1
R =R + myl\my3 H
m mv2 R + Rmvg, [ ]

-mvl

Pro prvni civku bude celkovy tok @.; R, = N;I; a pro druhou civku @,; R,, = N,[, .Odtud plyne
vlastni induk¢nost prvni civky

Nl

L =21 [H]

m

a druhé civky

60



4. Elektromagnetizmus

N 2
Ly = é [H]

Rmﬂ @ Iqm\u’& Rm’u’i

er” IQ!TN3
FmerZ
c) : _ d)
Protoze celkovy tok @,; prochazi i druhou civkou, je vz4jemna indukénost
M= NV [H]
mv2 + R mv3 /(Rmvl + Rmv3)

V piipad€ usporadani civek dle obr. b (nahradni schéma obr. d) je vysledny magneticky odpor
z pohledu prvni civky (zdroje N,/,)

v R rir-
R, RH+R—M~— [H]

mv2 T Rmv3
z pohledu druhé civky (zdroje N,1,)
R, 1R 1
R.=R + mvi*hmv2 H
m2 my3 Rmvl + Rmvz [ ]

Pro prvni civku bude celkovy tok @.; R,; = N;I; a pro druhou civku @, R,,, = N>I, . Odtud plyne
vlastni indukénost prvni cwky

Nt
= (1]

ml

a druhé civky

N? H
!:_2 .
R [H]

m2

Pro druhou civku se bude celkovy tok @ 1 délit. Pro tok druhé civky @, plati
RmVZRm

= (I)2
mv3
Rmv2 + Rmv3

cl
@, = Nl Rmv2Rmv3 =N,J R

my2
2~ 1
R mv3 R v2 T Rmv3 leRmZ + leRm3 + Rm2Rm3

Vzé4jemna indukénost je tedy
R

M=NN, RR LS [H]
ml Bz + Rt Rz + Rypp R
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4. Elektromagnetizmus

Priklad 4.4 D

Magneticky obvod je sloZzen zplech. Na stfednim sloupku jsou navinuta dv€ stejnd vinuti
s poltem zaviti N; = N, =500, =20 mm, b =10 mm, ¢ =15 mm, d= 10 mm, e = 70 mm, /=25 mm
ax = 0,25 mm. Vypoéitejte vyslednou induk&nost pro nésledujici zapojeni obou vinuti:

1) do série a souhlasné (vzhledem ke spole¢nému b ocoa ¢© B v

magnetickému toku) e

2) do série a proti sobé Yoot | -

3) paralelng a souhlasné (vzhledem ke spole¢nému q;,l L T IT @

magnetickému toku) - | : N ¥

4) paralelng a proti sob¢. dt F— —— I:-l
Ulohu fedte pro permeabilitu plechti z =2 000. : .

Zanedbejte rozptyl a predpokladejte, Ze Cinitel + »

vazby se rovna jedné.
ReSeni: Magneticky odpor jadra je R, =1/ 4 S. Za delku [ dosadime délku stfedni silové Cary
v uvazované ¢asti obvodu. Vypocet je priblizny (zanedbavame rozptylovy magneticky tok a zavislost
permeability na indukci), proto zanedbame téz zaktiveni silovych ¢ar v rozich a po¢itame délku drahy
v Zeleze | =2f + 2¢ —2d = 0,17 m. Priifez dréhy jedné poloviny toku v Zeleze je S =2 . 107" m’. Délka
drahy ve vzduchové mezefe je x =0,25 . 107 m, prifez je S°, 5°=2 . 10™* m* (zanedbavame rozptyl).
Magneticky odpor R*, drahy jedné poloviny toku je d4n souctem odporu drahy v Zeleze R, a
odporu drahy ve vzduchové mezete R, . Tzn. R%, =R, + R%,, = 1,33 . 10°H™. 7
Magnetické odpory obou polovin toku jsou stejné a jsou fazeny paralelné. Magneticky odpor jadra
R,=R',/2=0,67.10°H".

2 2
Vlastni indukénost obou civek L=L=L= —gi = %;— =037 H

m
a jejich vzajemna indukénost (civky jsou umistény na spoleéném sloupku) pfi zanedbani rozptylu

NN
ML, =L= 113 2-037H

m

1) Sériové zapojeni se shodnymi smysly vinuti odpovida jednomu vinuti s dvojnasobnym poétem
zavitl. Indukénost je ¢tyfnasobna. Alternativné ji uréime podle vztahu
L, =L +L, +2M =4L =148 H.

2) Pii sériovém zapojeni s opa¢nymi smysly vinuti ptisobi ob& vinuti proti sobé a jejich vysledné
magnetické ob&hové napéti je rovno nule. Zanedbame-li rozptylové magnetické toky ( a jim
odpovidajici rozptylové indukénosti), je vysledny tok roven nule a téZ vysledna indukénost L, =0, jak

plane ze vztahu L, =L, + L, -2M =2L-2L=0.

3) Paralelni zapojeni obou civek se souhlasnymi smysly vinuti odpovidd jednomu vinuti (s
dvojndsobnym priiezem dratu) s poftem zavitu N = N; = N, . Indukénost je stejna jako vlastni
indukCnost jednoho vinuti. Proud / se rozdéli do obou vinuti, ale magnetické ob€hové napéti i civkovy
tok a energie magnetického pole jsou stejné, jako kdyby cely proud prochazel jen jednim vinutim
L =L=037H.

4) Pti paralelnim zapojeni proti sobé zavisi vysledna indukénost (podle statické nebo energetické
definice) na rozdéleni proudd v obou vinutich. Pii stejnosmérném (Casové konstantnim) proudu je
indukénost podle statické nebo energetické definice zavisla na odporech obou vinuti. Jsou-li odpory
stejné, rozdéli se proud stejnym dilem do obou vinuti, magnetickd ob&hova napéti obou vinuti se rusi
a nevznika Zzadny tok (neuvazujeme-li rozptylovy magneticky tok). Podle toho je pak L, = 0. Pii
¢asové proménném (napf. stiidavém) proudu zavisi rozdéleni proudu do obou paralelnich vinuti nejen
na odporech vinuti, ale i na rychlosti zmén proudu. Pfi rychleji promé&nnych proudech se proudy
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4. Elektromagnetizmus

rozdéli rovnomémé do obou vinuti (nerovnovaha proudit vyvold v jadru stiidavy magneticky tok
indukujici znaény vyrovnavaci proud v obou vinutich), takZe vyslednd indukénost je L, = 0.

Priklad 4.5 ‘ . D
Vypotitejte b ¢ a t¢ b v

ptitazlivou  silu ol Dt i e Il nig @

elektromagnetu it S R I

s a =20 mm, ' ' ' Riw Ry
b =12 mm, ?{l .;;pT 41 cpT

x=1mm a E LE_ ? Rmﬁ
v=15mm. Civka & A N i 1 I: .

elektromagnetu
ma pocet zavitl
N =500 a tece ji proud I = 0,9 A. Zanedbejte reluktance feromagnetickych ¢asti obvodu a rozptylové
toky.
Reseni: Zanedbame-li reluktanci feromagnetickych &asti obvodu, je induk&nost civky

N2
= R—~

my

L

>

kde R, je reluktance vzduchovych mezer. Vzduchova mezera prostiedniho sloupku ma reluktanci
R,.> a vzduchové mezery krajnich sloupkl maji reluktance R,v; = Ryys.. Jak je ziejmé z ndhradniho
schématu, je vysledna reluktance vzduchovych mezer

Rmv = Ly +5Rmv1
u - , .\ . x x x(a+2b)
Pfi zanedbani rozptylovych tokd je R, = a Ry = . R,=—"+""a
' Hoav Hobv 2 yyaby
- N?  2uyabvN* dL  2pabvN’
R, x{a+2b)’ _ dx xHa+2b)
2,2
Hledana sila je £, = %12 AL _ _ pabN'I- [N:A, H/m, m, A]

dx x? (a + 2b)

a po dosazeni F,=-20,8 N. Znaménko minus znamen4, Ze sila by zmensovala vzdalenost x.

Priklad 4.6 D

Urcete silu a moment magnetoelektrického pristroje (s oto€nou civkou). Civka je uloZena v tenké
vzduchové mezefe s homogennim magnetickym polem o intenzit¢ B = 0,1 T a protékana ji proud
10 pA. Délka vzduchové mezery (vodide civky) / = 15 mm. Pocet zavith civky je N =50. Civka se
natadi kolem Zelezného véalecku a je navinuta na ramecku o §ifce » = 20 mm.

Resent: Sila, ktera piisobi na jeden zavit, kterym protéka proud / je
F=BII |
Pti pritoku maximalniho proudu 7, plati v
Frne = B Inge 1=0,1.10.10°.0,015=15.10" N = 15 nN.
Vysledny moment vlivem N zavitl
M=NTFIvr
Pti pritoku maximalniho proudu 7, bude vysledny maximalni moment
My =N Fpe ¥=15.107.0,02. 50 = 15 . 10°Nm = 15 nNm.
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4. Elektromagnetizmus

Piiklad 4.7 C

Kruhova civka se 75 zavity o poloméru 35 mm ma osu rovnob€znou s prostorové rovnomeémym
polem. Hodnota pole B se méni konstantni rychlosti od 18 do 42 mT b&éhem 240 ms. Urcete velikost
napéti indukovaného v civce béhem tohoto ¢asového intervalu.

ReSeni: ProtoZe magnetické pole je rovnomérné a rovnob&zné s osou civky, je tok kazdého zavitu
q)B =7 BRZ B
kde R je polomér zavitu.
Napéti indukované v civee je
’ 2
doy __\ ABARY) _ 2 dB

__.N__.._: [
dt dt dt

ProtoZe zména B probiha konstantni rychlosti, plati
dB _0,042-0,018

=0,1Ts.
dr 024

Napéti indukované v civce je

~NaR? ‘;—B =0,029V =29 mV.
it

Piiklad 4.8 C
Rovnomérné a stalé magnetické pole B = 0,01T sméfuje podle osy z pravouhlého systému.
Hypoteticka kruhova smycka umisténa ve stfedu roviny xy s pocateénim polomérem R= 10 cm, ktery
se zmensuje rychlosti 100 m/s. Uréete indukované napéti ve smydce, jako funkei ¢asu.
Reseni: Indukované napéti je
AP _ d(BrR®) _ dR

= 2BAR " =-0,628V .
dr dt dt

Priklad 4.9 C

Ve smycce o ploSe 1 m’ jsou vloZeny do série odpory R; = 2 Q a R, = 1 Q. Smy¢ka uzavira
rovnomérné proménné pole, které se méni podle vztahu B = 0,1 #. Urlete napéti na rezistorech.
ReSeni: Indukované napéti je

d®  d(BS)
Tda

Napéti se rozdéli v poméru odport, nebot U= IR =U;+ U, =IR,; + IR;. Tedy U;=-0,2/3Va U,=—
0,1/3 V.

=-0,1V.

Pfiklad 4.10 C
Kapacitor se nabiji tak, ze v ur¢itém okamziku je proud v pfivodnim

vodi¢i 0,5 mA a svodovy proud zjedné elektrody na druhou je 0,04 l

mA (je to ,,pronikajici® proud vlivem nedokonalého dielektrika, ktery -

by u idealniho kapacitoru neexistoval). Uréete posuvny proud, ktery

prochazi plochou S ohrani¢enou uzavienou kiivkou C.

Bozeres

ReSeni: Celkovy proud prochézejici plochou Sje 0,5 mA. Protoze svodovy proud je 0,04 mA, je
posuvny proud 0,46 mA. Pomoci Ampérova zakona dostaneme

a¥ _
§CH-dl=[f+E— 0,5 mA.
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4. Elektromagnetizmus

Priklad 4.11 ’ i C
Vzduchovy kapacitor s rovinnymi rovnob&Znymi elektrodami mé plochu elektrod S =10 cm?, které
jsou oddélené vzdalenosti = 2 mm. Urcete velikost posuvného proudu pii zanedbani rozptylu, je-li
pfipojen na zdroj sinusového napéti U = 50 sin (w¢) V, /= 1 MHz.
Reseni: Intenzita elektrického pole (pfi zanedbéni rozptylu se jedna o rovnomérné pole) je
E=U/d

Hustota a velikost posuvného proudu jsou

9D _ &% _ 800U _ €0 s inory =14 A, OF D 14107 A=14mA.
ot ot dot d ot ot

Priklad 4.12 : A
Je uZite¢né, abychom mohli mé&kit m&mou vodivost vzorku bez nutnosti piipeviiovat kontakty.
“Jedna metoda spociva v tom, ze umistime kotou¢ z mé&fen¢ho materialu uvniti solenoidu, ve kterém
te¢e promé&nny proud I, sin (©f) tak, aby osy solenoidu a kotouce byly totozné. Kotou¢ ma polomér a,
tloustku s a vodivost . Zanedbejte magnetické pole vlivem indukovanych proudi a najdéte vztah
mezi ¢ a pramérnym ztratovym (rozptylenym) vykonem P. ‘
- ReSeni: Magnetické pole uvnité solenoidu bez kotoude s N zavity na metr ve sméru osy z (osy
solenoidu) je rovnomérné

B =pyNIsin (09 2’ = B() sin (w?) 2°.
Piedpokladejme, Zze pole vlivem indukovanych proudi v kotouéi je zanedbatelné. Elektrické i

magnetické pole pro dlouhy solenoid nezévisi ani na z, ani na azimutdlnim Ghlu ¢ a proto rot E ma
pouze sloZku z. Proto dostaneme (7 je vzdalenost od osy z) :

NrE
rot £ =l—(—¢)z0 = . =—Bywcos(an)z’
r or ot

1 O(rEy)
r o or

=—Byw cos(wr),

[d(rE,)=~] Bywcos(atyrdr ,

rEy = - r?Byw cos(wt) ‘.
2
Protoze pro =0 bude £,= 0 (kiivka neobepina Zadné magnetické pole), je
E,=— 7By cos(wt) ’
2

@
r cos(at) .

oB
J¢ =0'E¢ =—

Po poloméru » tece proud v azimutalnim sméru v trubici o prifezu s dr a okamzity ztratovy vykon
v této trubici je dany

2
PPR=J3s drY’R= [ iwrcos(a)t)} (s dr)? mdr

Okamzity ztratovy vykon dostaneme integraci pies cely kotoud

2 2
P@)= jo [Boa) cos(wt)]zr s dr —BT——S;/‘ cos®(wr) .

Celkovy primérny Ztratovy vykon dostaneme jako primer pies periodu 7' = 2n/®
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4. Elektromagnetizmus

2 2
noByw
0@ 4

oy
P = f, P(ydr =

Je zfejmé, Ze pii pouZiti této metody je nutné, aby vifivé proudy v kotoui byly tak malé, Ze lze
zanedbat magnetické pole vlivem indukovanych proudd, nebot’ jinak by byl uvedeny vypocet znaéné
neptesny. To lze docilit volbou nizké frekvence ®, mensi tloustky s, poloméru , proudu I, (a tim i

By), nebo volbou materidlu s mensi vodivosti o Pro vy$si frekvence by navic dochazelo . -

k povrchovému magnetickému jevu, coz by zpusobilo nerovnomérné rozloZzeni B a tedy i zvétSeni
nepresnosti vypoltli. Na druhé strané je nutné volit rozumny kompromis, abychom dostali méfitelny
prumérny ztratovy vykon 2. Je tedy ziejmé, Ze tato metoda se miZe pouzivat pro materialy s mensi
vodivosti o

~Priklad 4.13 C

Vodi¢, ktery se ~pohybuje v konstantnim I
magnetickém poli B, klouZe svymi konci & a ¢ po
nehybnych rovnobéznych vodivych spojkach rychlosti
v. UrCete proud 7 (zanedbejte odpor vodicil).

. k ® B ———— % ¥
ReSeni: Pro indukované napéti plati
. dao 0 *
§C,E-dl=——dt«=——a;j’j's B-dS =Bl . 5

kde uzaviena kiivka C je kiivka abcda, S je plocha uzaviena touto kiivkou, dS mé smér normaly
k ploge S (uré¢ime podle pravidla pravé ruky — mé opacny smér vzhledem k B a tedy B. dS = -B dS),
zména toku je dana zménou plochy — d@ /dt = BdS/dt =B [ dx/dt= Blv, kde I je délka propojky bc.
Proto proud ma vyznaceny smér a plati

I=BW/R

Orientaci proudu mizeme kontrolovat také pomoci Lenzova pravidla. Prochézi-li propojkou od b k ¢
proud, pak na element vodice ds plisobi sila dF = ds x B I, ktera sméiuje proti sméru pohybu.

Priklad 4.14 _ C

Uréete polomér zakfiveni drahy pro elektron, ktery se pohybuje rychlosti v kolmo ke sméru
vektoru B v homogennim magnetickém poli.

Reseni: Elektron se pohybuje v roving kolmé ke sméru vektoru B a proto sila £ se rovna

F =|F|=|Q (vxB)| =FBe,
kde e je naboj elektronu. Sila F* piisobi stale kolmo ke sméru pohybu, proto velikost rychlosti zistava
stala a méni se jen smér rychlosti. Elektron se v magnetickém poli pohybuje po kruhové draze
s takovym polomérem r, aby odstiediva sila byla v rovnovéze se silou vyvolanou magnetickym polem.
Tedy plati :

2

Y —vBe a tedy r=,
r Be

kde m je hmotnost elektronu a » je polomér zakfiveni dréhy.

Pozndamka: Tento jev se prakticky vyuziva v fadé aplikaci. BéZné je vyuZiti tohoto jevu v obrazovkach
s magnetickym vychylovanim elektronového paprsku, které se pouZivaji napt. v televiznich
piijimacich. Pochopitelng pro praktické pouziti neni pole homogenni (vychylovaci civky jsou obvykle
velmi sloZit¢ prostorové tvarované) a teoretické feSeni skuteCnych vychylovacich civek by bylo
znacné¢ sloZité.
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Piiklad 4.15 - : A
Urete toivy moment M unipolarniho stroje (vodivy kotoué, ktery se ota¢i v konstantnim axialnim
magnetickém poli B, snapétim na kontaktech na htideli a obvodu podle obr.). Moment. vznika
plisobenim magnetického pole na proud, ktery tece radialné kotoucem.
Reseni: Unipolarni  motory  jsou  z principu
nizkonap&tové s velkym proudem. Obvykle pracuji se
stalym proudem. Mohou dodavat vysoké tocivé momenty
pi nizkych rychlostech. Aby existovaly radidlné tekouci
proudy, musi byt kontakty kolem celé¢ho obvodu. Naboj
0, prenaseny proudem, ma azimutalni rychlost wr, takze
na né& pasobi radidlni magneticka sila F, = QorB.
Soucasng na n&j pusobi radialni elektricka sila F, = QF.
Radialni rychlost v je W(E—wrB), kde pu = Qv/F je pohyblivost naboje. Radialni rychlost v je o mnoho
fadi mensi neZ azimutalni rychlost 7. Tato mala radialni rychlost davd azimutalni silu QvB = Q
W E—orB) B. Azimutalni sila na jednotkovy objem na poloméru 7 je tedy

F'= NQu(E ~wrB)B =o(EwrB)B,

kde N je pocet prenasenych naboji v jednotkovém objemu. Tato objemova hustota sily je jednoduse
|/ x B| a je urCena pravidlem pravé ruky.
Pro kotoug o sile ¢ je moment na jednotkovy objem dan r x F” a celkovy moment je

M= J‘jr[27zrla(E —(urB)B]dr = 27ztaBj'5r2(E —arB)dr,

kde a a b jsou vzdalenosti od stfedu ukdzané na obr. Je nutné najit £ jako funkci ». Pokud te¢e proud
radialng, plati

I =2mt] = 2mrto(E — arB); E—orB =1/ 2m10).
Takze
2 2
M = BI[ rdr =§1(1’2—"") .

Toto je moment, ktery pusobi na pohybujici se naboje. Je to vSak také moment, ktery pisobi na
kotou¢, protoze naboje se nepietrzité srazi s atomy krystalové miizky. Poznamenejme, Ze magneticka
sila vykonava uziteCnou praci, protoze ma azimutalni slozku. Skute¢nost, Ze neovliviiuje kinetickou
energii prendSenych naboji nehraje Zadnou roli. Hustota naboje je (divergenci po¢itame ve valcovych
soufadnicich)

p=$diVE=lg(FE) =2¢ewB.
7 or

Hustota naboje je rovnomérna. Napéti priloZzené na hiidel o poloméru a a okraj kotouce v b je

2 2
U=["E-di="| orB+ L Voo =% L 02 oM,
a a 2mtor ) 2 I

2mo  a

nebot’ prvni vyraz lze vyjadrit pomoci momentu M a vyraz u [ je odpor kotouce mezi poloméry a a b.
Pro vykon ziejmé plati
P=Ul=oM+I*R.

Tato rovnice jednoduse vyjadiuje, Ze dodavany vykon se rovnd mechanickému vykonu oM a
tepelnym ztratam v kotoudi IR (ostatni ztraty jsou zanedbany). Déle ukazuje, Ze pro dané U je proud /
maximalni, kdyZ o = 0. Ze vztahu pro M plyne, Ze M je maximdlni , kdyZ / je maximaln{ a proto pro
o = 0. Pak je oviem nulovy mechanicky vykon wA4. Naopak jak 7, tak M jsou nulové, kdyz

2U

=0, = .
Blb? - 4?

max
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Toto je maximalni Ghlova rychlost. Mechanicky vykon je pak také nulovy. Za touto rychlosti
pracuje zafizeni jako generator (viz dalsi piiklad) a dodava do zdroje proud.
Mechanicky vykon je maximéalni pro
4 (o) = i(w - I*R)=0; U=2RI; P=UI=2FR
dl dl
Pak se mechanicky vykon oM rovna tepelnym ztratam FR (tzn. G&innost je 50%) a

u . u U O

@p

max—2M~Bl(b2_a2)=B(b2_a2)— 2

Tzn. Ze otiCky pro maximalni vykon @, se rovnaji polovin€ maximalnich otadek.

Priklad 4.16 B

Urcete elektromotorické napéti, které vznika v unipolarnim generatoru (vodivém kotoudi, ktery se

otali v konstantnim magnetickém poli B thlovou rychlosti ©). Jaké bude napéti pro » = 3000 otacek
za minutu, snimaci kontakty umisténé ve vzdalenostia=3 mm, b =60 mma B=0,5T.
ReSeni: Sila O(v x B) pusobici na ndboje zpiisobi, Ze se tyto naboje oddéli a objevi se elektrické pole”
(jako by existovalo pole E = v x B). Pokud bychom pfipojili idealni voltmetr pomoci snimacich
kontaktt ve vzdalenostech a a b od stiedu, méfili bychom stejnou hodnotu napéti jako
elektromotorické napéti v uzavieném obvodu. ProtozZe se vodi¢e nepohybuji, pfispiva k tomuto napéti
pouze kotoug, takZze se integrace pres uzavienou drahu redukuje na integraci mezi a a b, coZ da

b2_a2

fva-dr = a)Bfrdr = oB

V tomto piikladé je obtizné vyuZivat predstavu protindni magnetického toku. Bylo by mozné si
piedstavit, Ze se pohybuje propojeni mezi okrajem a stfedem a pak by protindni magnetického toku
mélo smysl. Ovem je ziejmé, Ze Faradayova piedstava neni vZdy snadno pouzitelnd a je rozumnéjsi
vyuzit Maxwellovy rovnice, které jsou vZdy pouZzitelné.

Pro dané ¢iselné hodnoty dostaneme

22 2 2
Ul =@ 2 b =0 oo
2 60 2
Pozndamka: Pro vypocet lze také vyuzit vysledky z predchoziho ptikladu. Magneticky moment ma
opacny smér proti predeslému piipadu a je dan stejnym vztahem. Zikon zachovani energie ovSem
vyZaduje, aby

oM =Ul+I’R=1*(R, +R),

kde ®M je mechanicky vykon dodavany do generatoru, UJ je elektricky vykon doddvany do zatéze
R, a PR jsou tepelné ztraty (daldi ztraty jsou zanedbané). Pokud neni pfipojena vn&jsi zatéZ je
indukované napéti dano stejnym vztahem a pro proud plati po dosazeni za M
I oBI(b* ~a?)
2R, +R)

Prikiad 4.17 _ B
Uréete vlastni indukénost prstencové civky podle a

E-
k4

obrazku. Civkou protéka prou / a ma N zavitd. p fld

¥

f{e‘s'eni': Magnetické pole civky bez jadra ziskame pomoci *
vztahu
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" 4. Elektromagnetizmus

{. B-dl =27aB = y,IN .

Celkovy magneticky tok je tedy
HoNI wibi2b LoNIb  2a+b
= Mo ebi2d g OOy :
2r Ly 2z 2a-b

@,
Jestlize relativni permeabilita jadra je j, pak vlastni indukénost bude ® = Qg,.

Piiklad 4.18 ‘ , B
Uréete celkovy vykon vytékajici zplochy S, kterda uzavira maly permanentni magnet nabity
elektrickym nabojem Q.
Napovéda: Urtete ff. (E,x H,)-dS , jestliZe pole a je Cisté elektrické a pole b &isté magnetické.

Reseni: Upravime vyraz

B,

div(E, xH,)=Hy 1ot E, — E, -tot Hy =—H,, > ~[Jfb +%)7”J.
Protoze Ej a H, jsou ob€ nulové, Jp=cE, =0 a Dy =¢E, =0, takZe div (E,xH;) = 0. Proto plati
podle Gaussovy véty o divergenci §}, (E, xH,)-dS=0. Tento integral dava celkovy vykon vytékajici
z této plochy.

ProtoZe maly permanentni magnet nabity elektrickym nabojem Q se sklada ze dvou poli, kde pole
naboje Q je Ciste elektrické a pole permanentniho magnetu je ¢isté¢ magnetické, bude plosny integral
Poyntingova vektoru po plose S, uzavirajici magnet a naboj Q a tedy i celkovy vykon nulovy.

Priklad 4.19 C

Uréete vzajemnou indukénost dvou souosych, stejné orientovanych smycek o
polomérech R; > R;, jejichz roviny lezi ve vzdalenosti /.

Reseni: Magnetickd indukce vybuzena vétsi smyckou se urli pomoci Biot-
Savartova zakona integraci na ose smy¢ky ve stfedu druhé smy¢ky |-l poo

_ ﬂoRiz 1
2ARE+H)?
a miize byt v priifezu této (mensi) smyéky povaZovana za konstantni, tzn. ® = BS = BrR,’ a tedy

_o_ po7RE RS
P AR e

Piiklad 4.20 A

VySetiete y
magnetohydrodynamicky (MHD) .
generator,  ktery  pieméfiuje _

kinetickou energii horkého plynu ¥ oF
_
Far ~aY
QvxB

pfimo na elektrickou energii. Lbe——/A TE v
Horky plyn vstupuje ® g I T

zleva rychlosti v fadové 1 000 m/s.
Obsahuje st (napf. K,COs), ktera R

se ionizuje pii vysoké teploté na —L
kladné ionty a elektrony. Magnetické pole B je vytvoieno supravodivymi civkami umisténymi vné
komory (nezobrazeno). Pohybujici se &astice se pohybuji podle polarity bud’ nahoru nebo dolu.
Vstupni7 teplota 7;je zhruba 3 000 K a mérna vodivost ¢ je asi 100 S/m (mérna vodivost médi je
5,8 .10 S/m).
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4, Elektromagnetizmus

ReSeni: Kladné ionty se odchyluji dolii a elektrony nahoru. Vysledny proud I tede zatéZovacim -
odporem R, coz vytvofi elektrické pole E jak je ukazano na obr. Zfejma vyhoda MHD generétoru je,
Ze neobsahuje zadné pohyblivé ¢asti s vyjimkou plynu. Dalsi vyhoda spociva v tom, Ze pracuje s tak
vysokou vstupni teplotou, takZe celkova termodynamicka G¢innost n = (7, — T,) / T; piesahuje 50%,
jestlize plyn protéka generatorem s vystupni teplotou plynu 7. Termodynamické u€innost obvyklych
tepelnych zafizeni je mezi 30% az 33%. Nejveétsi MHD generatory maji vykon stovky MW.

Cast kinetické energie spojené s pohybem plynu se preméni na elektrickou energii. Magneticka
sila, ktera plisobi na nabité ¢astice je kolma na vektor rychlosti v a nema vliv na kinetickou energii.
Funkce magnetickych sil je, aby se kladné &astice pohybovaly ke kladné elektrodé a zaporné
k zaporné elektrodé. TakZe jak kladné, tak i zaporné Castice se pohybuji pod vlivem sil ukdzanych na
obr. a zpomaluji se. Protoze tlak plynu je vy3§i nez atmosféricky, jsou stfedni volné drahy mezi
srazkami infinitesimalni a nabité Castice se vnofi do plynu. Proto zpomaleni Castic zpomali 1 plyn a
klesa kineticka energie. Idealné by nabité &astice dopadaly na elektrody s nulovou rychlosti, ale ve
skuteénosti maji kone¢nou rychlost a proto se elektrody zahiivaji a pouze ¢ast kinetické energie cdstic
se méni na elektrickou energii. A jeSt€¢ mensi Cast kinetické energie plynu slouzi ke generovani
elektrické energie. Také urcitd ¢ast kinetické energie spojend s pfiénym pohybem nabitych castic
pouze zvySuje ndhodny tepelny pohyb (energii) plynu.

Piedpokladejme, ze E, B a rychlost astic v jsou homogenni a vzijemné kolmé uvnit generatoru,
jak je ukazano na obr. To je samoziejm¢ pouze velmi hruby predpoklad.

Lorentzova sila Q(E+vxB) piisobi na naboj O, jako kdyby elektrické pole bylo E+vxB. TakZe pro
vodivost plynu ¢

| J1=| o (E+vxB) | = 6(vB-E) = o(vB-V/b), I=JS = So(vB - IR/b),
kde 7 a R jsou proud a odpor podle obr. a S je ploch jedné z elektrod. Proto
/= vBb . ' » '
b/(So)+R

Povsimnéme si, Ze vBb je napéti naprazdno a b/{cS) je odpor plynu v piiéném sméru. Mohli bychom
proto ziskat tento vysledek piimo z Théveninova teorému. Vystupni napéti je IR. Proto

U= IR = vBb - Ib/ASo).
Napéti U klesa linearné s 1.

Nyni nejsme schopni poCitat u¢innost se kterou se velka kineticka energie plynu méni na
elektrickou energii. OvSem miiZeme porovnat Jouleovy ztraty v zat€Zovacim odporu R se ztratami
plynu. TakZe budeme definovat u¢innost jako 1 = Jouleovy ztraty v R / (Jouleovy ziraty v R +
Jouleovy ztraty v plynu) a tedy

7= I*R R
I2R+1%b/(05) R+b/(0S)’

jak 1ze oekavat z Théveninova teorému. TakZe dostaneme pomoci vztaht pro [ a IR
n=R L =1- ! .
vBb oSvB

Utinnost se tedy rovna jednofce, kdyz I = 0, nebo kdyZ R—. Rovna se nule, kdyz / = SovB, nebo
kdyzR=0, V=0.
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Piikiad 5.1 : D
Vyjadfete v riznych tvarech komplexni &islo z =x + jyavyrazy z; + z,, z;—z,, z; 25,2, /25, 2%
ReSeni: Komplexni &islo Ize vyjadiit v riznych tvarech
z=x+jy =r(cos 8+jsin ) =rexp (jO),
kde 7= | z|= o+ 1)), cos 8= x/r asin 8=y
Pfi s¢itani (od¢itani) komplexnich ¢isel s¢itame (od¢itame) redlné a imaginarni éasti
it =xtjvitxtjy.=x+t x4+t ),
z1— =Xt Y=t jy)=xi~x2+j (y1- ),
Pro nasobeni dvou komplexnich ¢&isel plati
2y 2=(ertyn) (tiy2) = (% x2= yr y2) + j(xpyz + x90) =
=r;exp (&) roexp (18) =r; raexp [j(6; + 6)].
Obvykle se pro vypocet soudintl pouziva posledni vztah.
P¥i dé&leni nasobime prevracenou hodnotou 1/z; = (1/;) exp (- &5), tzn.
21/ z=(xrtiyn) | (ertiy2) = Gty —jy2) 1 () =y =
=r;exp (&) [r2 exp (162)] = (ri/r2) exp [J(6) — 62)].
Pro umocitovéni plati, Ze se obecné jedna o mnohoznacnou funkci
Z" =¥ exp [ja(6+2km)], kde & je celé &islo.

Priklad 5.2 D
Vyjadiete (4+j5) +(2-3j); (4+5))% 1/(4+5j); (5 exp (G n/3)] [2 exp ( 7/2)]; [5 exp (j n/3)Y

[2 exp (j ©/2)].
ReSeni: (4+j5) +(2-3j) = 6 + 2j;

(4+5))* = (16-25) + (20 +20) j =-9 + 40 j;

1/(4+5)) = (4-5)) / [(4+5)) (4 = 5))] = (4-5)) / (16 + 25)= 0,098 - 0,122 j;

[5 exp G n/3)] [2 exp (j n/2)] = 10 exp (j S7/6);

{5 exp (G n/3)) |2 exp (j ©/2)] = 2,5 exp (- 7/6).

Priklad 5.3 D
Vyjadrete 1+2j; —1+2j; —1-2j a 1-2j v polarnim tvaru.
ReSeni: 1+2 = \5 exp (1,107 j);
~142j =5 exp (2,034 j);
—1-2j =5 exp (2,034 j);
1-2j =5 exp (-1,107 j)

Piiklad 5.4 _ : C
Urcete In (a + jb).

ReSeni: Plati
In (@ +jb)=In[rexp (¢)] = In {(&’ + b)? exp [j arctg (b/a)]} = In (&’ + b°)/2 +j arctg (b/a).
Pozndmka: Uhel ¢ = arctg (b/a) nelze uvaZovat pouze v 1. a 4. kvadrantu, ale pokud je

Re [atjb] = a zdporné, je nutné zvysit pozornost (pri¢ist © nebo ve stupnich 180°).
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Priklad 5.5 D
Co se stane s komplexnim &islem v komplexni roving, kdyZ se a) nasobi j, b) nasobi j*, ¢) d&li j2,

d) déli j?

ReSeni: Podle Moivrovy véty pfedstavuje nasobeni otadeni komplexniho &isla v komplexni roving.

Protoze j* = exp (j nn/2) bude nasobeni j° pfedstavovat otiCeni o Ghel #n/2. To znamena, Ze nasobeni

j? je totéz jako déleni j atd. Proto bude otadeni a) 1/2, b) m, ¢) = (tzn. stejné jako otodni o w), d) —m/2.

Nasobeni (d&leni) j* = exp (27 j) nezméni pivodni komplexni &islo.

Piiklad 5.6 D
Uréete impedanci (amplitudu a fazi) pro sériové zapojeni R=1 Q, L = 1 mH a C=2nF pro
f=150 Hz.
Reseni: Pro sériové zapojeni plati
Z =R +jol—/(oC)=1-1,59 . 10°j = 1,59 . 10° exp(—jn/2).
Tzn. amplituda impedance je 1,59 . 10° Q a faze —n/2 (—90°).

Priklad 5.7 : D

UrCete impedanci (amplitudu a fazi) pro paralelni zapojeni R=1 Q, L = 1 mH a C=2nF pro
f=50 Hz.

Re¥eni: Pro paralelm zapojeni plati
Y=I/R+joC-j(wl)y=1-3,183=334exp (—1 266j),
Z =1/Y =(1/3,34) exp (1,266j) = 0,3 exp (1,266)).

Tzn. amplituda impedance je 0,3 Q a faze 1,266 (72,5°).

Priklad 5.8 C
UvaZzujte sinusové
napéti U = Uysin (0f). S
Vypoététe a  zobrazte §d LI
stiedni a efektivni .
hodnotu  napéti.  Pro -
efektivni  napéti  sité 0
Uys=230V urete
maximalni napéti, sttedni _g5
hodnotu  pro polovinu
periody a napéti ,,Spicka-
Spicka™ U, 0 22
ReSeni: Stfedni hodnota
j

—_ 1 7. B _(Zl B
U= =h j U(t)dt——- f sin(at)dt = e [1-cos(wT)]

Pokud je T perioda tohoto pritbéhu (7'=T;), pak dostavame U=0. Casto uvaZujeme polovmu
periody (T=7,/2) a pak U =2U, /7 .
. Efektivni hodnota je

1-cos(Rat 1[.. sinQoT
U, - \/jouosm(wt)dt—Uo\/ jz Cos(“’)dt— \/ZT[T—E*_“%]

Pokud je T perioda tohoto prib&hu (7=T}), pak dostavame U, =U, /+2 . Na obr. jsou zobrazené
hodnoty sin x, sin’ x, Ua Uy

72



~ 5. Casové proménné proudy

Pro efektivni hodnotu napéti U, = 230 V bude maximélni hodnota U, = Uef\/2 = 325 V, stiedni
hodnota pro polovinu periody U =2U; /z=207 V a napéti ,,$picka-$picka” U,, = JU,=651V.

Piklad 5.9 C
Vypoététe stiedni a efektivni —— e RO CEENE e Dvoucesing

hodnotu napéti pro jednocestné a 1 U E—

dvoucestné usmérnéni. Pro gpg N\ e '

jednocestné usmeérnéni o / . \ 4

predpokladejte U = Ujsin (of) pro 04 / \ /

2kr<ot<2ktl)r a U=0 pro / \ T /

@k+Dr<ot<2kz a pro b2 _ \ / .

dvoucestné U= | Upsin (1) ] pro B : L2

periodu Ty, kde © = 27/T), 0 ! 2 3 4 5 5 7
ReSeni: a) Pro jednocestné usmérnéni prochazi proud pouze po dobu piil periody T a protoze napéti

na odporu je ptimo Gmérné proudu je stiedni hodnota pro periodu 7}
- 1 Uo To/2 . Uo UO
U=-—[U@dt=—["° "sin(w)dt = —=—[1-cos(@Ty / 2)]=—.

T, L U@ T, ° () a)TO[ (2T, /2)] -

Efektivni hodnota pro periodu 7} je

Uy = |1 [0 202 sin(onde = U, |+ [o/2 12e0sCaD
T\ T, 2 |
sin(2o Ty U
Uy = U | 7, - Sn2eTy) | Uy

47, ® 2

b) Pro dvoucestné usmérnéni prochazi proud s kladnymi hodnotami pro obé cesty a proto napéti na
odporu by bylo U=|Uj sin (w?)|. Stiedni hodnota pro periodu 7} je

— 1y 22U, 20U, W, -
U= i OOYU(t)dt = T o sin(wr)dt = Zfo—[l—cos(a)To /2)]=—L.
Efektivni hodnota pro periodu 7} je
2 2,02 .2 12 yi2 1—cosCar) U
U, = |— [ Ussin“(ot)dt =U, |— [ ——dt ==L,
cf \/ TE) o 0 ( ) 0\ TQ 0 2 \/E
Pyiklad 5.10 C
Uréete stfedni hodnotu u u
. A Uﬂ? Uﬂi‘
(za pul periody) a efektivni -
hodnotu napéti pro periodu 7’
a maximaini napéti U, pro T2 T ¢ Tio 7
obdélnikovy a trojahelnikovy
pribeh. \/
ReSeni: Pro obdélnikovy Y U
prabéh podle obr. a stali (z a) by

divodii symetrie) uvaZovat
~ pul periody a pro stfedni a efektivni hodnotu platf

2 _[T/zUmdt:Um,

}?o

2 12
Uy = ,‘T_ , Undi=U,,.

U=
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Pro trojihelnikovy pribéh podle obr. b stadi (z divodi symetrie) uvaZovat Etvrt periody a pro stfedni
a efektivni hodnotu tedy plati

U=y, Ly=ty,,
T T 2
4 oa(aU, . U
Uy == 2t | @ =2
T T N
Piiklad 5.11 D

Dva sinusov¢ stiidavé proudy se stejnou frekvenci o jsou dany svymi okamzitymi hodnotami
I=10sin(wz+7/4) Aa L=15sin(wr+51/12) A.
Vyjadfete oba proudy pomoci fazor, sectéte je a stanovte okamzitou hodnotu vysledného proudu.
ReSeni: Pomoci fazort dostaneme
I = (10A2) exp (j n/4) = (10N2) (cos m/4 +jsinm/4)y=5+5]A,
L = (15\2) exp (j 5 W/12) = (15/¥2) (cos 5 m/12+j sin 5 1/12) = 2,75 + 10,25 j A.
Souétovy proud je I=1; + I, = 7,75 + 15,25 A.
I=TIexp (j 0) = (7,75 + 15,255 exp [j arctg (15,25/7,25)] = 17,1 exp (j 1,1).
Pii vypocétu Ghld je nutné uvazit piislusny kvadrant. Pokud bude realna &ast zaporna, bude
nutné pficist .
Pozndmka: V elektrotechnice se uhly fdzového posunu udéavaji ¢asto ve stupnich a to i tam, kde by
mél byt thel spravné v radidnech, takze bychom spravné neméli psat sin (o7 + 45°), nebof f je
v radianech. Tento zéapis vSak nijak nevadi, pokud sledujeme jen vzijemné fazové posuny
jednotlivych sinusové proménnych veli¢in. Pokud ovSem chceme vypoditat okamzitou hodnotu,

nemuzeme psat 10 sin (of + 45°) pro uréity okamzik 7, ale musime disledné pouzivat bud’ stupné nebo
radiany. -

Priklad 5.12 | D

Stfidavy proud a napéti spotfebiCe maji okamzité hodnoty I=6sin(ortn/6)A a
U=170sin (w?) V. Udejte prab&h okamzitych hodnot vykonu, maximaini hodnotu okamzitého
vykonu a okamZiky, kdy toto maximum nastava.

ReSeni: Okamzita hodnota vykonu je
P = Ul =170 sin (0?) . 6 sin (of + 7/6) = 1 020 [cos (1/6) — cos Qwt + 7/6)]/2 =
=442 — 510 cos ot +n/6)  [W].

Maximum okamzitého vykonu zfejmé nastava v okamziku #,, , kdy plati cos Qot, + n/6) =—1 a
maximalni hodnota je P,, = 442 + 510 =952 W. Pro ¢, plati

20t,+7/6=Q2 k1) 7
L=Qk-1)/@N-1/QR4H=2k-T)/(24)).

Priklad 5.13 v D
© Vypoltéte Cinny, jalovy a zdanlivy vykon pro zdroj s napétim U = 150 V, odebira-li se proud
1=7,07+7,07jA.
Regeni: Cinny, jalovy a zdanlivy vykon jsou (I* je komplexn sdruzené &islo)
P=Re [UI*]=150.7,07=1060 W,
Q=Im[UI*]=150. (-7,07) =—1 060 VAr,
S =]UI*|=1500 VA.

Pozndmka: Proud miZeme vyjadiit téZ ve tvaru 10 exp (j ®/4) a proto (volime vhodnou variantu)
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P=Re [UI*] =150 . 10 cos (-n/4) = 1 060 W,
O = Im[UI*] = 150 . 10 sin (-1/4) = -1 060 VAr,
§ = | UI* | =150 . 10 [cos (-n/4)* + sin (-w/4)"] = 1 500 VA.

Ptiklad 5.14 ) D
Pro déli¢ RC podle obrazku urcete —] e jy@—w®

pomér U,/ U; a urdete pro jakou R

frekvenci ma napéti U, fazovy posun U

45° proti napéti U Urtete | Uy - C

U, ‘pro tuto frekvenci. Urcete kiivku,

po které se pohybuje koncovy bod 0 o s=1

fazoru U,/ U;. Nakreslete amplitudovou a fazovou frekvenéni charakteristiku. Frekvenci vyjadiete

pomeérnou frekvenci s = ®RC v logaritmickém métitku.

ReSeni: Plati

1

U, jaC 1 1 1- s
2
5

T TPV exp(j@) =
Ul (R-f—/l‘jl 1+][0CR \,1+(0)CR)2 . 1+

jaC

1 )
= ——exp(jo),
1+52

kde ¢ = — arctg (0RC) = — arctg s, Mg [dB]
nebot 1 + JoRC je ve 0 ML
jmenovateli. Ma-li byt fazovy Y
posun 45°, musi byt ®RC =5 = 1.
Potom bude ¢ = —45°, tzn. napéti
U, bude zpozdéné proti U; 0 45°. he
Hledana frekvence je ® = 1/(RC).
Pomér i Uy U, ipro tuto ‘\
frekvenci je \\
Uy U= | 1114 |= 112 \
Je ziejmé, Ze pfi proménném 0.01 0,1 1 10 S=eRC 100
parametru ® se bude koncovy bod o[°]
fazoru U,/ U; pohybovat po 0 R
kruznici, kdy ® = s =0 bude
odpovidat bodu (1,0) a ® — © (s \\
— ) pocatku soufadnic. Hodnota N
s=1 odpovida bodu (0,5;-0,5).
Amplitudova charakteristika se
vétsinou udava v decibelech, tzn. ‘ \\

Uy
Ul

1
J1+(@CR)?

L as].
Vi+s?

Pro velmi nizké frekvence, kdy s<<1 je Uy U, = 1 a tedy plati N = 0. Pro vysoké frekvence, kdy
s>>1, je Uy Uy ~ 1/ s a proto plati Ny = -20 log s. V logaritmickych soutradnicich tomu odpovida
pfimka se sklonem —20 dB na dekadu (desetinidsobné zvétseni frekvence). Pro frekvenci s = 1 bude
rozdil mezi témito pibliznymi hodnotami a pfesnou hodnotou 20 log Uy U, = 20 log (1/32) ~-3 dB.

7

Y|

N =20log = |
=90
0,01 0.1 1 10 s=oRC 100

=20log

=20log
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Fazova charakteristika je dana vztahem
¢ = —arctg (0RC) = —arctg s.

Amplitudové a fazové frekvenCni charakteristiky se dfive kreslily pomoci specidlnich grafickych
papirtt.(nyni oviem pouzivame po¢itaC — napt'. tabulkovy procesor).

Piiklad 5.15 D

Pro déli¢ RC podle obrazku uréete pomér -,
Uy/ Uj a uréete pro jakou frekvenci ma napéti
U, fazovy posun 45° proti napéti U;. UrCete | U, B
U/ U, lpro tuto frekvenci. UrCete kiivku, po
které se pohybuje koncovy bod fazoru U,/ U;.
Nakreslete amplitudovou a fazovou frekvenéni
charakteristiku. Frekvenci vyjadrete pomernou frekvenci s = ®RC v logaritmickém métitku.
ReSeni: Plati

U, Rl jaCR

—== = .k exp(j @)
=7 = - = 2 >
Ul LR-{-C(I)EJI 1+J(DCR /1+(C()CR)2
J

kde ¢ = /2 — arctg (©RC), nebot’ 1 + joRC je ve jmenovateli. Mé-li byt fazovy posun 45°, musi byt
®ORC =5 = 1. Potom bude ¢ =45°, tzn. napéti U, bude piedbihat U; o 45°. Hledana frekvence je
o = 1(RC). o Moo 18]

< . =

Pomér | Uy U] pro tuto frekvenci a%
Je d
Uy Uy = | 1) |= 1m0, /|
Je zifejmé, Ze pfi proménném -20 3
parametru ® se bude koncovy bod L
fazoru U,/ U; pohybovat po kruZnici,
kdy @ = s = 0 bude odpovidat pocatku /
soufadnic a ® — © (s = o) bodu (1,0). .40
Hodnota s=1 odpovida bodu (0,5;0,5). 0,01 0.1 L 10 §=aRC 100
Amplitudova  charakteristika se gy 2L
vétsinou udava v decibelech, tzn.

‘ U

(@ o

}®=0 @ —> 0
§=0

* =]

- N

1

~20log—2R___[am). 0 T \
14+(wCR)?

A
=20 log —2—— [dB]. N

V1+s? T

0
Pro velmi nizké frekvence, kdy s<<1 0.01 0.1 1 10 s=eRC 100

je Uy U; = s a proto plati N = 20 log s. V logaritmickych soufadnicich tomu odpovida piimka
se sklonem 20 dB na dekadu (desetinasobné zvétseni frekvence). Pro vysoké frekvence, kdy s>>1, je
U,/ U; = 1 a proto plati N = 0. Pro frekvenci's = 1 bude rozdil mezi t&mito pfibliznymi hodnotami a
pfesnou hodnotou

20 log Uy U; =20 log (1N2) ~=3 dB.

Fazova charakteristika je dana vztahem

0 = 1/2 — arctg (0RC) = /2 — arctg s. ‘
Amplitudové a fazové frekvenéni charakteristiky sestrojime napf. pomoci tabulkového procesoru.
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5. Casové proménné proudy

Priklad 5.16 - C

Napiste rovnice pro smyckové proudy /; a Ly
L]
R1 m. L
Lo Ls Us{0)|==C

I, na obrazku pro obecné prabéhy proudd a
[@Q i1 i2 PP CDU
Ro Rs

napéti véetné pocatecnich podminek.
di - *

e d, . .
+R2(zl—z)+ngt—(zl—z)+ME—0

ReSeni: Pro smylkové proudy musime
uvazovat dvé smycky (smyckovy proud i je
dan piimo proudovym zdrojem 7 a proto tuto
smycku nemusime uvaZovat)

d
Ly — (i) i)+ Ry (i) —i5)+
3dt(1 )+ Ry (i) —13)

Ry(iy —i)+ 1L, d (iy —i1)+éjéi2dt+uc (0)=—u

dr
Piiklad 5.17 S
Napiste rovnice pro proudy I; a I, podle predeslého piikladu na obrazku pro ustalené sinusové
proudy. Je zadano f=159,15 Hz, R, =2 Q, R, =5 Q, R; =3 Q, L, =0,5H, L,= 1,00 H, L; = 3,00 H,
M=03H,ReU=20V,ImU=10V,Re/=5A,Im/=10Aa C=1pF. :
Regeni: Pro smyCkové proudy plati
[R2 + Rs + jox(Lz + L)l —[R; +joLs)] L =[R: +jo(L:—-M)] I,
—[Rs + joLs)] I, +HR; + j(ooL; ~1/0C)]L; =-U. v
Pro feSeni pomoci tabulkového procesoru Ize tyto rovnice psat v maticovém tvaru

R-X) (Ig) (Ug
X, R . IIm B UIm .
V prvni tabulce jsou zadané matice R, X, Ug, a Up,. Vypodty jednotlivych bunék provadi
tabulkovy procesor - napf. v buiice Al je = R2+R3, tzn. 8 v buiice A3 je =2*pi()*(L2+L3), tzn. 4 000.

S vyhodou miZeme vyuZit toho, Ze hodnoty jednotlivych proménnych uloZime a pak pti vypoétu se
odkazujeme pouze na tyto buiiky, takze mizeme snadno ménit zadané proménné.

8.000E+00 -3.000E+00 | -4.000E+03 3.000E+03 -6974.783

-3.000E+00 3.000E+00 3.000E+03 -2.000E+03 -20.000

4.000E+03 -3.000E+03 | 8.000E+00 -3.000E+00 3549.891

-3.000E+03 2.000E+03 -3.000E+00 3.000E+00 -10.000
Pomoci tabulkového procesoru uZzitim ptikazi pro inverzi ziskdme inverzni matici:

2.299E-05 3.298E-05 -1.999E-03 -2.999E-03

3.298E-05 4.797E-05 -2.999E-03 -3.999E-03

1.999E-03 2.999E-03 2.299E-05 3.298E-05

2.999E-03 3.999E-03 3.298E-05 4.797E-05

Vysledky ziskame uzitim ptikazi pro soucin matic. Obvykle néas nezajimaji realné a imaginarni

¢asti, ale amplitudy a faze. Pokud pouzijeme funkci arctg pii vypoctu faze, je nutné kontrolovat, zda
realné &asti nejsou zaporné (pouzit funkci kdyZz a pro zaporné realné &asti piipodist hodnotu =

k arctg [Im (I)/Re (I)] ). Snadng&jsi je ovSem pouZzit funkci arctg2, ktera vraci arctg v rozsahu —x aZ m.
Pak pfevedeme radidny na stupné. Reseni obsahuji nasledujici tabul

Re I -7.228 Amp. 4 15.687
Re b, -10.837 Amp. I, 23.525
im |4 -13.923 Faze |4 -117.436
im 1, -20.881 Faze I, -117.429
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5. Casové proménné proudy

Piiklad 5.18 S

Vypoctéte proudy I, a I, v obvodu podle
obrazku. Je zadano = 1,59 Hz, R, = 1,00 Q, R,
=2,00Q, R, =3,00Q,L;=2,00H, L,=4,00 H,
L;=6,00H, M;; = 1,00 H, M;; = 2,00 H,
My;=300H,C=1pF,Re U=20Valm U=
10 V.

ReSeni: Releni lze ziskat v maticovém tvaru.
Pomoci tabulkového procesoru pouZitim pitkazi
pro inverzi a soudin matic se ziskd feSeni.
V prvni tabulce jsou zadané matice R, X, Uy, a
Upm, které ziskdme stejnym zpusobem, jako v pfede$lém ptikladu. Vypolty Jednothvych bunék
provadi tabulkovy procesor. Pro smyckové proudy plati

[(R;+ Rs) +jo( L+ L3+2 M;3)] I, —[Rs+jo( Ls+ M+ M+ Mo)] I =U
{Rs+jo( Ls+ Mps+ M+ M) I +[(R+ Rs) +jo (Lo + L3+ 2 Moys)—j/o Cl I, =0
a proto

4.000E+00 -3.000E+00 -1.200E+02 1.200E+02 20.000
-3.000E+00 5.000E+00 1.200E+02 9.984E+04 0.000
1.200E+02 -1.200E+02 4.000E+00 -3.000E+00 10.000
-1.200E+02 -9.984E+04 -3.000E+00 5.000E+00 0.000

V druhé tabulce je inverzni matice:

2.773E-04 -8.297E-08 8.314E-03 -1.000E-05

-8.297E-08 3.002E-10 -1.000E-05 -1.000E-05

-8.314E-03 1.000E-05 2.773E-04 -8.297E-08

1.000E-05 1.000E-05 -8.297E-08 3.002E-10

Vysledky ziskdme uzitim piikazi pro souéin matic. Obvykle nas nezajimaji redlné a imaginarni
Casti, ale amplitudy a faze. Podobné jako v predchozim ptikladu je pii vypoétu faze nutné kontrolovat
pfi pouziti funkce arctg [Im (I)/Re (1)], zda realné Casti nejsou zaporné, &i pouzit arctg2. Pak
pievedeme radiany na stupné. Reseni obsahuji nasledujici tabulky:

Re [, 0.089 Amp I 0.186
Re I, 0.000 Amp /> 0.000
im [, -0.164 Faze /, 298.475
im/, 0.000 Faze [, 117.040
Priklad 5.19 D

Napiste rovnice pro uzlovd napéti u, #, a u; na
obrazku pro ustalené sinusové proudy (fazory).

ReSeni: Pro uzlova napéti plati

UoUs v, + Yo g,
R,

u,-u, Q\‘u C,
— L j

1

/4-‘"'
b+ JU0C, + C2 ' @
2 Jao
U;-U, U, -U
joL R, ' ” -
Piiklad 5.20 C

Urlete frekvenci oscilatoru s doutnavkou. Po pfipojeni zdroje stejnosmémého napéti U se
kapacitor C nabiji pfes odpor R. Doutnavka D nevede zprvu proud (ma odpor R;— ) a teprve, kdy
napéti na kapacitoru dosahne zdpalného napéti doutnavky Uc = U, , nastane vyboj a kapacitor se pres
doutnavku rychle vybije na papéti U; < U, . Pfi napéti U, (zhaSeci napéti) vyboj zhasind a doutnavka
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5. Casové proménné proudy

opét nevede. Tento dgj ‘ Ue
se stale opakuje. Odpor
doutnavky pfi vyboji ve

velmi maly R;”” < R o
,takze Casova konstanta U Q> v CT D 'D

pfi vybijeni je mnohem
mensi nez Casova

t, T I

konstanta nabijeni. Proto
muzeme dobu potfebnou k vybiti kondenzatoru z napéti U; na U, pro zjednoduseni zanedbat.
Reseni: PouZijeme metodu uzlovych napéti. Pro uzel Ue plati (pro doutnavku v nevodivém stavu)
CdU(;/df+(Uc — U)= 0.
Tato rovnice ma feSeni
Ucs=Kexp{-t/D+ U,
kde 7= RC. V okamziku ¢ = ¢; se kapacitor nabije na napéti Ug (¢;) = U,
U=Kexp(—;/0+U :
a v okamziku 7 = ¢; + T se kapacitor nabije na napéti Ug (1; + T) = U,
Uy=Kexp[{t;+tT]) /7] + U.

Pti dosazeni napéti U, nabijeni kon¢i a kapacitor se velmi rychle vybije pies zapalenou doutnavku
(se zanedbatelnym odporem a tedy i Casovou konstantou) na napéti U; . Dale se stale opakuje
nabijeni z U na U, a rychlé vybijeni z U; na U, . Usek nabijeni ma stale stejny pribéh a stejnou dobu
trvani 7, jak je ukdzano na obrazku. Zanedbame-li dobu vybijeni, je doba 7" dobou pilového kmitu
napéti. Dobu periody ur¢ime z hofejSich rovnic

U-U; = Kexp (-; /1), U~ U, =Kexp|[{t; +T) /1]
(U-Up/(U-U)=exp(-T/2) T=rtln{(U-U)/(U~-U))].
Frekvence pilovych kmiti je f = 1/7.

Piiklad 5.21 : | - C

Ukazte, jak lze
vyuzit znamého
prub&hu - prechodného
jevu v jednoduchém
obvodu RC  kfeseni
R, C na levé strané
obrazku.

Refeni: Z Théveninova teorému plyne, Ze obvod R; R; C nalevo lze nahradit zdrojem s napétim
U;=U R,/ (R; +R,) a vnitinim odporem R; = R; R;/(R;+ R)). ‘

Proto pro zapnuti stdlého napéti miizeme uvazovat jednoduchy obvod s napétim U, a a obvod R;C
podle obrazku napravo a tedy bude platit

UC=U,.(1—e“”’) fzcﬁdgt(?:%e*”f, T:CRZ_:C&RlR;
, . vy

a pro zapnuti stalého napéti bude podobné platit
dUs  UC ot/
ar T '

Uo=U,e", I=C

Pozndmka: Pomoci podobného postupu Ize samoziejmé fesit i obvod, kdy misto kapacitoru C je
zapojena indukénost L, popt. ptipad kdy se pfipojuje zdroj harmonického napéti.
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Piiklad 5.22 - B
Obvod na obr. a) byl v ustéleném stavu a v okamZiku 7 = 0 se vypnul spinal. Pro 8; = 10 Q,

=100Q, L =1 H anapéti zdrojea) U=220V,b) U= 20, sin{®f + \p)—\/Z 220sin(314¢+0,873) V
urcete prabéh napéti U;(¢) induktoru.

R
Yo e 002 0 ooz oo4
-500 t[s]
-1000 ’
UQ> R JL 1500
-2000
b) 200 F UL [V]
U [v) [ 400
-200
-0,08 -0,02 —0 01 'o 0.01 002 003
: | t[5]
L 200
L —400

fle‘s'eni: a) Pro t <0 a U= 220V je ziejmé Uy(f) = 0 (induktorem protéka stejnosmérny proud). Pro
¢t > 0 uréime napéti pomoci smyckovych proudd (R; + R;)] + Ui() = 0,
(R +R2)1+L§ =0,
Obecné feSeni je = C exp (¢ /1), kde 1= L A(R; + R). Po4tecni podminka je
I0)=U/R;=220/10=22A.
V ustileném stavu je L) = 0, coz je také partikularni feSeni (homogenni a nehomogenni rovnice
jsou stejné). Proto pro ¢ > 0 je
1=22 exp (-110 %) A,
Uty=Ldl/dt=-110.22 exp (110 ) =-2 420 exp (=110 5) V.
Je ztejmé, Ze Ur(0) =-2 420 V, coZ je jedenactkrat vetsi napeti nez je napéti zdroje (viz obr. b)
b) Pro £ <0 a U=2 U, sin(of + ) =\2.220sin(314¢ +0,873) V je ziejmé ustalena hodnota

U ‘ol = 220exp(j0.873)

= 1314 = 219,889 exp(j0,904) .
R +jol 10+ 314 7 p(/0.504)

L=

Okamzita hodnota je U, () = V2.219,889 sin (3147 + 0,904) Va tedy U, (0) = 2444 V,
V piivodnim ustaleném stavu protékal induktorem proud

[ =—Y =220 4 700exp(—0.666)
R +joL 10+ /314

Okamzita hodnota je I, () = ¥2.0,700 sin (314¢ — 0,666) V a tedy I, (0) = 0,612 V. ProtoZe
‘obecné a partikularni feSeni je stejné jako v ptipadé a), dostaneme prot>0
I1=-0,612 exp (-110 %) A,
UH)=L dl/dt=110.0,612 exp (-110 £)=67,3 exp (1105 V.
Pribéh Uy (r) je na obr. c).
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Piiklad 5.23 B

Uréete pribéh proudu I a napéti U, po sepnuti (piepnuti z polohy 2 do polohy 1) spinace pro
obvod podle obr. a) pro prib¢h napéti zdroje podle obr. b) pro U =100 V, £, = 0,01 s, R=100 Q a
L=1H.

Ug

2U

by 0 I 2t
ReSeni: Pomoci principu superpozice miizeme vyjadiit priabéh napéti zdroje jako soudet tif skoki
Up(t) = Ug(t) + Upa(t) + Ugs(t), ‘

kde Uy(¥) je skok v Case t=0 (z 0 na U), Upx(?) je skok v &ase 1= 1, (z 0 na U) a Uys(7) je takovy skok,
aby vysledné napéti bylo nulové, tzn. skok v ¢ase = 24, (z 0 na —2U). Obecné fefeni homogenni
rovnice je [=k exp (- /1), kde 1 = L/R je Casovd konstanta. Pro jednotlivé skoky dostaneme
partikularni feSeni (pro = w) Ij(0) = U/R, Ly(w) = 2U/R a I;(0) = 2U/R a tedy odezvy na

jednotlivé skoky Upi(7), Unx(2) a Ups(¥) jsou
I = %[l—exp(—t/ 0] prore(0,x)

I =%{1—exp{—(t—t0)/’fﬂ proi e (t,,%) a

13=_ZTU{1—exp[—(r—2ro)/r]} pro s & (24,).
Vysledny proud bude

It)y=1, :%[1—exp(~t/'r)] ( prote<0,t0),
1(t)=11+[2=%{2—[1+exp(t0/T)]exp(—t/r)} prote<t0,2t0) a

U
In=1+1,= = [2 exp(2f, / T)—exp(t, /1)~ l]exp(—t /T) prote <210 , oo) .

—_— e Ug - - - -«Soutet

¢y -100 ]
Napéti U, = L dI/dt a proto
U,()=Uexp(~t/t)  prote(0,z,),
U, () =U[l +exp(t, / 7)]|exp(~t/7) pro te (t,,2t,) a
U, @0)=-URexpQt, /7) —exp(t, / 7)~exp(~1/7)  prote{t,,2t,).

Pro dané hodnoty je 1= L/R. = '1/1VOO =(,01 a napéti U,, Up=RIa U; + Urjsou ukazana na obr. c.
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Priklad 5.24 B
Vyjadiete Fourierovou fadou periodické pilové a obdélnikové pribéhy.
ReSeni: Funkce jsou soumémé k vzhledem k polatku (liché funkce) a proto budou obsahovat jen
sinusové ¢leny, pro které plati
2z 2
f

f(t) = Z:—_] bn sin(na)ot), @Dy = 7 b bn = —7‘:

f(t) fit)
o A —

0 ng//IT t
A / l/ _Eg T/2 T

V ptipadé obou funkci je soudin f¢) sin nay ¢ v intervalu od 0 do 772 stejny jako od —772 do 0 (u
pilového je pouze v opacném sledu). Pro pilovy pribéh tedy plati
4 122t-T

"2 . '
12 x(tysin(nw,t)dr .

L ol

/2 . 44 4 .
b= ["ro sin(no, i = - [ sin(ra,t)dt =
a4 |2t | Y
=— (— ~ l) cos(nwyt) — sin(nw,t) =
Tnoy, \ T Tyna, o

Pro obdélnikovy priib¢h plati

4 g2 . 44 w2, 44 N=T12
b= [ S Osintnondr =15 sin(neytd =7 °- [eos(neoqt )]

Je zfejmé, %e 1 musi byt liché a proto polozime n=2k — 1
44
by, =————.
22k -1

Priklad 525 S

Urete napéti U, pro obvod RC a vstupni obdélnikové napéti
Uy podle ptedchoziho prikladu pro C =1 uF, R=10kQ, 4 =100

JR—
y
[»]

Val=20ms. C
ReSeni: Pro déli¢ plati U, R Uy
U, _ RI _ joCR wCR exp(jo)
jo

Pro napéti U, plati podle piedchoziho piikladu
44 o sin[(2k - Doyt 2

Ul (t) = Z:;l b2k_1 Sm[(zk - l)a)ot]z _—7;_ k=1 (2k _ 1) B a)O = 7 .

Proto

44 o 2k - Dw,CR sinj(2k - Dw, t + @,
Uz(t)=7zk=1 ( ), [( ), (”zkl]

JL+[2k - Do, CRF (2k -1)

2

kde ¢,, , =§ — arctgl(2k - w,CR].

Napéti U; a U, Ize snadno ur€it numericky napf. pomoci tabulkového procesoru, jak je ukazano na
obrézcich, kde plnou ¢arou je ukdzana suma pro k=1, 2, ..., 100 a ¢arkované prvni harmonicka (k= 1).
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150 —U, [v]
100 fm e,

+ +

50 4 + +
0 e
50 + +
-100 _ = —
150

Priklad 5.26 D

Elektricky prepadovy ohfiva¢ vody o obsahu 200 | je napajen trojfazovou elektrickou soustavou
3x230/400V, odpor jedné sekce odporového topného &lanku R = 55 Q. Clanky jsou spojeny do Y a
nemaji vyveden spoleény uzel. Uéinnost ohtivate n = 95%. Mérné teplo vody je G, = 4180 J kg™ K.

Urlete jakou velikost ma fazovy proud, jaky piikon ma ohiivag, jakd energie bude pfedana vods,
za jak dlouho ohfeje vodu z po¢atetni teploty 20°C na teplotu 100°C. Dojde-li k pferuseni jedné faze,
urete, jakou velikost ma fazovy proud, jaky piikon ma ohiivac, za jak dlouho ohfeje vodu z pocatedni
teploty 20°C na teplotu 100°C.

200
100
. 4002
+ tfs]
-100 . et
-200

ReSeni: F azovy proud ma velikost
U Ug
R . LT

SR R 5.5
Ohfiva¢ ma piikon (cos ¢ =1)
P=~3U-1-cosp=3U -1 =+/3 -400- 4,989 = 2909,09 W

2
P_U_jz(\/?-Uf) _400% 160000
R R 55

=2909,09 W

A=VA8-G, =200-(100 - 20)- 4180 = 66880000] = 66,88 GJ = 66,88 GWs
A=66,88GWs =18577,778 Wh =18,578kWh
Doba potiebnou k ohiati vody uréime pomoci nasleduj fcich vztahi
A=Ptm
4 66,88-10°
" P.y 2909-0,95

Vodé bude predana energie

=24200sec =403 min =6,72hod

Dojde-li k pteruseni jedné faze ma fazovy proud velikost
:EL =£9~ =3,6363A.
2-R 2-55
Ohfiva¢ ma ptikon
P=y3U-1 -cosp=U_-1=-400-3,636 =1454,54 W
_ U 400° 160000
2-R 110 110

=145454 W
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Dobu za kterou se voda ohieje z pogatedni teploty 20°C na teplotu 100°C vypo&teme pomoci vztahit
A=Pm

6
_ A _6688-10° e 418sec=807min =13.44 hod
Py 1454-0.95

Pomér piikont je 3 faze /2faze =2909W / 1454W =2 /1 =2.
Pomeér dob ohfevu je 3 faze / 2faze = 6,72hod / 13,44hod =1/2=0,5.

Priklad 5.27 D

Casto se vyzaduje, aby
v elektrickém obvodu
plsobilo  sinusové napéti
stalé amplitudy a
regulovatelné faze. Na obr.
je obvod, ktery to umoZiuje
a nazyva se méni¢ faze.
Ukazte, ze pro R, =R, je
amplituda napéti u, — u
rovna poloviné amplitudy
vstupniho napéti u# a fazi je
mozné ménit zmeénou R; mezi 0° az —180°.

Reseni: Pro R, = R; je ziejme napéti #; =u /2. Proto
_ ljoC u——u/2=y—1_JwR3C
R +l/joC 21+ joR,C

U, —

= g. expl/2 arctg(-oR,C)).

Je ztejmé, Ze amplituda se rovna poloviné amplitudy vstupniho napéti » a fazi je mozné ménit mezi
0° az —180°, nebot’ arkustangens se méni pti zméné R; od 0° do —90°.
Pozndamka: Nazorné to zobrazuje vektorovy diagram. Vektory uzs a uc jsou na sebe kolmé a proto pii
zmén€ Rs se napéti u; pohybuje po kruZnici sestrojené nad primérem u. Proto u; — u; = w/2, zatimco
faze se mizZe ménit od 0° do —180°.
Priklad 5.28 1))
Trifazovy asynchronni motor ma §titkové idaje jmenovitych hodnot:
3~ 1AP 100L-6; vykon 1,5 kW; napéti Y/D 380 / 220 V; proudy 4,1 / 7,1 A; Géinik cose = 0,75;
ota¢ky hiidele 7 =935 n”'. Uréete jmenovité hodnoty, moment zvratu M, (maximéalni moment) pro
pomer M, / M, = 2,5, jmenovity vykon a moment pro G¢innost 0,7.

ReSeni: Vykon na hideli
P, =15k .

Jalovy vykon na hiideli
0, =0W .

Cinny pikon
P =8 cosp =\/§U31f cosg =3U,I,cosp =3-220-4,1-0,75=2030 W .
Zdanlivy piikon
S, =\3Ugl, =3U 1, =3-220-4,1=2706 VA .
Jalovy piikon
Q, =4St - P? =\/§U5v1} sing =S, sing =3-220-41-sing =1790VAr.

U¢innost
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n=22.100%= - .100% = 74% .
=% 2,03

1 s
Skluz (synchronni otaCky 6-ti polového motoru jsou 1000 n?)
n 935

_ "mechanické =1-
n 1000

s=1 = 0,065

synchronni

§=6,5%

Rychlost otaceni hiidele
o)=27rf=@=ﬂ=£2§é =97,.86 rad/sec.
60 30 30
Jmenovity provozai kroutici moment

P 1500

=—= =1533 Nm.
o 9786

Moment zvratu M; (maximalni moment) pro pomeér M, / M, =25
M, =25M,=2,5-153=383Nm.

Jmenovity vykon, ktery mize odebirat zatéZ ptipojena k motoru pes pifevodové Gstroji s G¢innosti
0,7 je dan
P,=P.07=15.0,7=1,05kW.

Jmenovity moment, ktery miiZze odebirat zatéz pfipojend k motoru pres pievodové Ustroji
s Giéinnosti 0,7 je dan
M;=M.0,7=153.0,7=107 Nm.

Priklad 5.29 D
Sériovy obved RL je
pfipojen na zdroj stiidavého
sinusového napéti
s konstantnim kmitoétem a
amplitudou. Urcete kiivku,
po niz by se pohyboval
koncovy bod fazoru proudu
I, jestlize se méni odpor
obvodu R od 0 do .

ReSeni: Pro sériovy obvod
U U _UR-jol)
Z R+joL R*+(wl)’

+jy.

Ziejmé plati
o U U
R +(ol)® oL

) )
|yt = 1.
2oL 2oL
To je rovnice kruznice s polomérem U /(2wL) a se stfedem o soufadnicich x,=0 a y, = -U (oL). Je
zfejmé, ze koncovy bod fazoru proudu I se pohybuje po kruzZmici, ktera pro R — oo prochézi

pocatkem. PoloZime-li fazor U do osy realnych &isel, tzn. U=U pak pro R =0 protina tato kruznice
poloosu imaginarnich ¢isel v bodé —jU /(oL). Pro R = joL svira I s realnou poloosou thel —45°.

Yo
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To je patrné téz z fazorového diagramu. Fazory U, Uy a U, tvofi pravouhly trojahelnik. Proto pii
zméné odporu R se pohybuje koncovy bod fazoru Ui po Carkované vyznalené kruznici (Thaletova
kruznice) od po&atku 0 do koncového bodu fazoru U. Koncovy bod fazoru I, ktery ma smér shodny
s vektorem Uy, se pohybuje po plné kruZnici. Pro R =0 je Uy =0 a L,,,= Uz /(joL). Pro R — o bude
Uz—> U a I, — 0. Pro kladné hodnoty U, R, L a ® se fazor I pohybuje po naznaCené plné
pulkruZnici vpravo od osy imaginérnich Cisel.

Ptiklad 5.30 B
Magneticky obvod ma B{1) B
pritez § = 10 cm® a je na U A
N . . Uy —
ném navinuta civka
s pottem zavith N =200. t , Lt
Urdete priibéh magnetické 0 Ti2 T 0 'I: i ,i,

indukce  B(#) v jadfe,
pfipoji-li  se civka na
stfidavé napéti s obdélnikovym prubé¢hem. Maximalni hodnota napéti U, = 60 V, " = 0,02 s.
Piedpokladejte, Ze ubytky napéti na odporu a rozptylové induk¢nosti jsou zanedbatelné. Jak ze zméni
B(f) pro T'=0,002 s?

ReSeni: Pii zanedbatelnych ubytcich napéti na odporu civky a na rozptylové indukénosti se musi
napéti indukované v civce stiidavym tokem jadra rovnat napéti zdroje U. Musi tedy platit

U=nfgzmﬂﬁg B=—ijm
dt dt NS

Pro kladnou pilvinu obdélnikového napéti, tzn. pro 0 << 7/2 je U= U, a plati

B=~—1-J.Udt=L£Umdt+Bo “Ynsip,
NS NS NS

kde By je indukce v okamZiku £=0.
_ Pro zapornou pilvlnu obdélnikového napéti, tzn. pro 772 <t < T'je U=-U, a plati
1 U ( T
B = _-ﬁ szUmdt + BT/Z = ""‘]‘\'/‘g‘([ —5") + BT/Z »

kde By, je indukce v okamziku ¢ = 77/2. Protoze pribéh magnetické indukce musi byt vzdy spojity

(skokové zméné magnetické indukce by odpovidala skokova zména energie magnetického pole, coz

neni mozné), je v okamziku ¢ = 7/2 podle prvni rovnice
u,T

12 =‘27V“§+Bo

a pro druhou pulvinu plati

U U
Be=-—ltimT 4B .
NS NS
Hodnotu B, uréime z podminky, Ze priibch B(r) nema Zadnou stejnosmérnou slozku (protoZe zdroj
napéti nedodava zadny stejnosmérny magnetizatni proud). Stfedni hodnota B(#) musi byt rovna 0

v 17 U g U
EB(t)dl‘ _ ﬁ/z(}—\[—"é—t +Bojdt+£/2{—]\%(T —t)-i— Bo}dt= 0,

u, T

m

C4NS

0

Po dosazeni dostaneme

B= g’l’—(t - Z) =300(t - 0,005) pro0<r<7/2=0,01s,
NS 4
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B= y—"’—(—mg’—z) =300(-t+0,015) pro0,01s<7r<0,02s.
NS 4 ‘

Magnetickd indukce B(¢) ma trojihelnikovy pribéh, jak je naznaleno na obrazku. Minima a
maxima jsou prot=0, t =T/2=0,01 s atd. Maximum se rovna B,, =300 (-0,01+0,015)=1,5T.

Pro 77=0,002 s je priubéh B(r) podobny, pouze doba T je desetkrat mensi. RovnéZ amplituda bude
desetkrat mensi B,, = 300 (-0,001+0,0015)=0,15 T.

Priklad 5.31 S

Demonstrujte pomoci tabulkového procesoru ¢inny vykon a efektivni hodnoty napéti a proudu pro
obvod, kde protéka proud I = 10 sin (wf+ ©/3) A a U= 100 sin (o7) V pro f= 50 Hz.
Reeni: Piislu$né integraly nahradime sumami, napt. pro efektivni hodnotu napéti dostaneme

T

v . A e . 1/2 | e ‘ . , V2
U, =\/? jj U¢ sin® (wt)dt z[rm >, U(zAt)} = tho [100sin(27i / V)]

Zvolime-li N = 50, mizZeme v tabulkovém procesoru vytvofit nasledujici tabulku:

A B C AZ
1t 10 1 50 -
2 Ut =100*SIN(2*P1()*B1/50) =100*SIN(2*PI()*C1/50) =100*SIN(2*PI()*AZ1/50)
3 [t |[=10*SIN(PI(*(2*B1/50+1/6)) |=10*SIN(PI()*(2*C1/50+1/6)) =10*SIN(PI()*(2*AZ1/50+1/6))
4 P |=B2*B3 =C2*C3 =AZ2*AZ3

To dava Ciselné hodnoty: ,

A B C AL
19t 10 1 50
2 |U(1)]0.000 12.533 0.000
3 JI(t) 15.000 6.046 5.000
4 (P 10.000 75.776 0.000

Piislusné integraly nahradime sumami pomoci tabulkového procesoru:

Numer. Teoret.

U efekt. |=(SUMA.CTVERCU(B2:AZ2)/50)*0.5 |=100/2%0.5
| efekt. [=(SUMA.CTVERCU(B3:AZ3)/50)%0.5 [=10/2"0.5
P =SUMA(B4:AZ4)/50 =100*10/2*COS(PI()/6)

Numerické vypoéty (Numer.) lze srovnat s teoretickymi vypocty (Teoret.):

Numer. Teoret.

U efekt. 70.711 70.711
| efekt. 7.106 7.071
P 433.013 433.013
Priklad 5.32 D

Vypoététe jak velky proud bude odebirat elektricka lokomotiva, ktera vyviji taznou silu F = 180
kN pfi rychlosti 80 km/h. a) Lokomotiva je pohan€na stejnosmérnymi motory s napdjecim napétim
3000 V. Uginnost lokomotivy 7, = 0,89. b) Lokomotiva je napijena ze stfidavé jednofazové sité
25 kV, 50 Hz. Stfedni a¢innost lokomotivy je 0,85; Géinik cos ¢ = 0,89.

Reseni: Pro vypocet proudu je nutno zjistit piikon lokomotivy B = 5 kde P, je trakéni vykon.
’ L
Trakéni vykon P, = F - ;6 [ kW, kN, km/h], resp. P, = F-v [ kW, kN, m/s].

a) Stejnosmérna lokomotiva. Trak¢ni vykon P, =F - % =180- % =4000kW.
Ptikon lokomotivy P, =U -1, pfiCemz P, = £ 2000
77L b

= 44944 kKW,
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Odebirany proud z trakéniho vedeni 7 = P _ 44944107
3000
b) Odbér lokomotivy napédjené z jednofdzové sit€ 25 kV, 50 Hz.
Prikon P =22 =409 _ 4765 ww.
ng 0,85
Vyjdeme ze vztahu pro ¢inny vykon stfidavého proudu a vypoéteme proud
P =U-1-cos¢

=1498 A.

B 470510°
. U-cosgp 25-10°-0,89

I =2114 A.

Piiklad 5.33 D
Vypoététe jak velké mnozstvi energie vyrobi za jeden rok mald vodni elektrarna osazena

Francisovou turbinou, ktera pracuje s G¢innosti 78% a pohani tfifazovy alternator s u¢innosti 89%. Do

turbiny pfitékd voda z vySky 3 m, pritokové mnozstvi 200 I/s. Pfedpokladejme, Ze jeji Casové vyuziti

je 75%.

ReSeni: U vodni elektrarny dochazi k pfeméné potencialni energie vody na kinetickou, ktera se méni

v turbiné na mechanickou s G¢innosti 7, a ta je pfedavana generatoru, ktery pracuje s G¢innosti

N =89%.

Pfeména potencialni energie za ¢asovou jednotku 1 s je vykon — v naSem piipadé piikon turbiny

W, mgh

e

Piikon

m-g-h _200-9,81-3
1
Vykon turbiny P, = P, -77, =5886-0,78=4591W.

Vykon generatoru P, = P, - 17, =4591- 0,89 =4086 W = 4,086 kW.

=5886 W.

Vstupni piikon turbiny P, =

Vyroben4 energie za uvazované obdobi:
A = Ps[kW] x pocet h/den x pocet dnli/rok x vyuziti [kWh].
A =4086,6 x 24 x 365 x 0,75 =26 845,5 kWh .

Priklad 5.34 b
UrCete kapacitu neznamého kapacitoru C, mate-li k dispozici odpor R = 10k (Pozn.: v praxi odpor
o velikosti 10 000 Q se oznaluje 10k, podobné napi.: 3k7 predstavuje odpor o hodnoté 3 700 (),
novou plochou baterii 0 jmenovitém napéti U, = 4.5 V, stopky a voltmetr s velmi vysokym vstupnim
odporem R, >>R.
ReSeni: K uréeni neznamé kapacity C pouZijeme méfeni poklesu napdti #c na kondenzatoru, ke
kterému je paralelné pfipojen znamy odpor R. K této soustavé pfipojime na nékolik minut opét
paralelné plochou baterii a v ¢ase ¢ = 0 s tuto baterii odpojime. Nastane piechodovy jev, napéti na
kapacitoru se bude vybijet pies odpor R. U kondenzatoru je stavovou veli¢inou napéti (protoze
energie kondenzatoru je funkci napéti) a tedy napéti na kondenzatoru se bude ménit spojité. Pro
hledani funkce popisujici vybijeni kondenzatoru pies odpor napiSeme vyraz podle prvniho
Kirchhoffova zakona pro rovnost proudd protékajicich jak kondenzatorem C, tak odporem R (napéti
na kapacitoru je vZdy stejné, jako napéti na odporu):
C dUc/dt + UC/R= 0
Obecnym feSenim této linedrni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty je
uc(t) = Kexp(-t/),

kde vyraz © = RC se nazyva ¢asova konstanta.

88



5. Casové proménné proudy

V &ase ¢ = 0 s je napéti na kondenzatoru uc(0) = 4,5 V. Z této podminky uréime konstantu K:
uc(0) = Kexp(- 0/1)=4,5 Vaodtud K=4,5 V.
.V case 11 > 0 s bude napéti na kondenzatoru mensi, nez 4,5 V (kondenzator se vybiji pies odpor R).
Cas #; zméfime stopkami, napéti uc (¢) uréime vy$e zminénym voltmetrem, ktery pfipojime paralelné
ke kondenzatoru C a odporu R. Bude tady platit:
uc({t)) = 4.5 exp(—t1/7) a pak logaritmovanim a dal§imi Gpravami lze vyjadrit kapacitu C:
In ue(ty) = (In 4,5) — 1/t , dosadime pak za T = RC a vyjadiime vyraz pro hledanou kapacitu
Cop
R{in[4,5/u,(2,)] }

Po dosazeni naméfenych hodnot uc(#;) =2 V, ;=10 s a R =10 000 Q do shora uvedeného vyrazu
zjistime, Ze neznama kapacita ma hodnotu C = 0,0012 F (tj. 1,2 mF)

Piiklad 5.35 D
Napiste vyrazy pro amplitudu, fazi a fazor proudu vkazdém ze tii vinuti trojfdzového’
elektromotoru o celkovém pitkonu 1600 W, jestlize je fazovy posun mezi napétim a proudem ¢ = 45°.
Elektromotor je pfipojen na trojfazovou soustavu 3-400/231 V, typ YN. Vypoltéte dale <inny,
jalovy a zdanlivy vykon druhé vétve zatéze (S).
ReSeni: Pro piikon P trojfazového spotiebile a tedy i trojfazového elektromotoru plati:
P=3Re[Usl;"1=3 U Icos o,
kde indexem ,f* zna&ime fazové napéti (kieré v naSem prikladé je 231V). Kosinus fazového posuvu
¢ mezi napétim a proudem se b&zné nazyvd ,0éinik“. Uinik je vnaSem piipadé
cos ¢ = cos 45°=10,707. ‘ »
S pomoci sitového (sdruzeného) napéti U, (které v nafem piikladg je 400V) lze pro celkovy
ptikon uvést podobnou rovnici: '
P=73 U, Ircos 9
Trojfazovy elektromotor ptedstavuje soumérnou indukéni zat¢z. Absolutni hodnota
proudu kazdou fazi bude stejna. Z jiz uvedené rovnice pro vykon lze tedy pro absolutni
hodnotu proudu jednim vinutim odvodit

I = P/(3 Uyrcos ¢) = 1600/[3:231-cos(45°)] = 3,265 A
U trojfazové soustavy oznaéme jednotlivé faze U, V a W (nékdy se oznaluji R, Sa Tnebo X, Y a
7). Fazova napéti v jednotlivych vétvich (fazich) Uy , Uya Uy jsou mezi sebou vzajemné posunuta o
120°. Fazi napéti ve vétvi U (Uy ) volime za vztaznou (nulovy thel). Pak plati:
Uy =Uyexp(— 120°) aUy= Uyexp(-j 120°) = Uy, exp(—j 240°)
Vzajemny posun proudu a napéti v kazdé vétvi daného trojfazového elektromotoru je 45°. Vime, ze
elektromotor piedstavuje zatéz indukéniho charakteru a napéti bude tedy predchazet proud.
Lze téz vyjadiit matematicky komplexni impedanci kazdé faze (vétve) Z:
Z=Us/ L= | Z | exp(j 45°) = 231/3.265 exp(j 45°) = 70.75exp(j 45°) Q
Pro fazory jednotlivych proudy bude tedy platit:
Iy =Uy/Z=231/[70.75 exp(j 456)] =3.265 exp(-j 45°) A
Iy =[Uy/Z Jexp(5 120°) = 3.265 exp(+) 165°) A
Iw= [Uy/Z ]| exp(<j 240°) = 3.265 exp(-j 285°) = 3.265 exp(j 75°) A

Féaze dilgich proudd ¢teme v komplexnim argumentu exponenciely fazoru, napt. proud ve vétvi V
ma fazi —165°. ’
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Vykon ve vétvi V bude dan sou¢inem napéti, proudu a funkce fazového posuvu ¢, tedy pro &inny
P, jalovy Q a zdéanlivy S vykon ve vétvi V plati:

P(V)= UsL;cos9=231V-3265A-cos(45°)= 5333 W
Q(V)=Urlssin =231 V-3.265 A - sin (45°) = 533,3 var
S(V)=Url; =231V -3265A= 7542 VA
V ptipadé 45 stupitového fazového posuvu mezi napétim a proudem je tedy stejna velikost ¢inného

i jalového vykonu. Samozfejmé, Ze piislusné vykony ve vétvich U a W jsou v naSem piipadé stejné.
Jako ve vétvi V.

Piiklad 5.36 ' » D
Méjme soumeérnou trojfazovou soustavu 3-400/231 Vo I

- kmito¢tu 50 Hz, zdroj je zapojeny do hvézdy, stiedni vodié neni R R —>
vyveden. Spotiebit je zapojeny podle obrazku (L=1H, C = EUL
uF = 10° F). Urete fazory proudii Ix , I a Iy '
Refeni: Z obrazku je patrné, Ze na induktoru L i na kapacitoru s —>
C je plné sitové (sdruzen€) efektivni napéti 400 V. Zvolme S \/

C

fazor sdruzeného napéti Ugs = 400V za vztazny, tedy argument
jeho fazoru je nulovy.

Pozndmka: Pokud bychom volili jako vztaZné napéti fazové I — “ Ug
napéti Ug (v naSem piipadé Ug = 231V), museli bychom brat :
v avahu, ze Ugs =V 3 U exp(j30°).
Pro dal3i sdruZené napéti plati Usr = Ugs exp(-j120°) .
Pozndmka: Pro vypocet je vyhodné si uvédomit, Ze plati exp(-j120°) = -exp(j60°).
Podle obrazku mizeme psat Uy, = Ugg a pak :
Ugs 400

DB =B =0-1,273%= 12732 exp (4 90°) A
R™ oL " j 314151 / P (7 90°)

Dale z obrazku plati Uc =-Ugy atedy Ir
_ Vs
1
joC

Iy =—joC Ugy = -j314,15-107° - 400-exp(- j120°) =

= j314,15-107 400 exp(j60° ) = -0,1088+0,0628 =0,1257exp (j150°) A
Z prvniho Kirchhoffova zakona pak plati
I +Is +I; =0 a odtud Iy = (Igx +Ip)
Do posledniho vzorce dosadime jiZ vypoétené fazory proudi:
Is= (g +Ir) =—(0-1,2732j-0,1088 + 0,0628j) = 0,1088 + 1,2104j =
— 1,2153-exp(j 84,86°) A.
Nejmensi proud tedy tece kapacitorem C.

Je samoziejmé, Ze na rozdil od predchoziho piikladu nejsou jednotlivé proudy stejné a proto ani
vykony nejsou stejné.

Vykon ve vétvi S bude dan soucinem napéti, proudu a funkce fazového posuvu o, tedy pro &inny
vykon P ve vétvi S plati:

P(S)= 3 Re[Utl;]= UrLrcos ¢.
A podobné pro jalovy vykon O(S) ve vétvi S dostaneme
Q(S)= 31Im [Uek'] = Uy Jsin o.
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Pro zdanlivy vykon S(S) ve vétvi S jednoduse odvodime:
S(8)= Uy .

Samoziejmse, ze ptislusné vykony ve vétvich R a T bychom ziskali analogicky.

Piiklad 5.37 1))

Trojfazovy generator ma tii soustavy civek davajici napéti Uy, Uy = Upa™, Uw = Upa~, kde
a = exp(j120°), spojené do hvézdy, ale vinuti faze U je zapojena s opa¢nou polaritou. Urlete sdruZena
napéti a soumérné slozky soustavy.

Reseni: Pro fazova napéti plati

U1 = —Uu, Uz = UV= UUa"l, U3 = Uw'—" [IUa—2
a pro sdruZena napéti plati _
Up=U,-Uy=Upa?, Uy = U, — Us = V3Uy exp(—j90°), Us, = Uy exp(=j60°).

Pro stanoveni sousledné (synchronni) slozky Uy, zpétné (inverzni) U;; a nulové U, plati
U= [U; + Uya + Usa®)/3 = Uy /3,
Uy =[U; + Uya’ + Usa]/3 = 2 Uy /3,
Up=[U;+ UG+ U5)/3= -2 Uy/3.

Priklad 5.38

Odvodte vztahy: pro transfiguraci hvézdy na trojﬁhelnik' a
naopak, kdy chceme nahradit odpory R;, R; a R; mezi body 1, 2
a 3 jinymi o velikostech Ry, Ry a Ry, které jsou zapojené do
hvézdy tak, aby vysledné odpory mezi svorkami byly stejné.
Refeni: Vysledné odpory mezi svorkami jsou

_ Rs (Rl + Rz)

= =R, +R
YR +R+R, T
R,(R +R) R{(R,+R,)
3 e s =R, +Ry, Ry = - . =R, + Ry
R +R,+R, R +R,+R,

ReSenim téchto rovnic dostaneme
R2R3

YR +R,+R,

R R,

"TRR, +R,

RR,

" TR +R, +R,

el naopak dana hvézda odpord, transfigurujeme ji na trojuhelnik

R, R
R =R, + R, +- L1

U

R,R

R, =R, +R, + L~
vV

R,R

R, =R, +R, + 27
W

Pozndmka: 1 kdyZ v tomto pfikladu jsem uvaZovali redlné odpory R, je zfejmé Ze analogické vztahy
plati pro libovolné impedance Z (napt. Z;= R; +joL; — j/oC; apod.).
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5. Casové prom&nné proudy

Piiklad 5.39 , D

Stanovte vysledny odpor R obvodu sloZeného z odporid R;, R;, R;, R, a Rspodle obrazku. ‘
ReSeni: Odpory R,, R; a R; transfigurujeme na odpory Ry, R, a Ry, které jsou zapojené do hvézdy
podle pfedeélého ptikladu. Vysledny odpor tedy bude

R=R, + (R, +R,)(Ry +R).

R, +R, + Ry + R

Pozndmka: 1 v tomto ptikladu je ziejmé, Ze analogické vztahy plati pro libovolné impedance Z.

Priklad 5.40 ' C

Trojfézdvé elektrickd pec ma tii topnd télesa, kazdé s odporem R = 15 Q. Vypoctéte proudy a
ptikony Jednothvych téles i celé pece, je-li pec pfipojena na soumeérnou soustavu napéti 3 x 400 V
(sdruzené napéti) a jsou-1i télesa zapojena a) do hvézdy, b) do trojahelnika.

Reseni: TH stejna topna télesa tvori soumérnou zatdZ a tedy proudy a vykony vsech tii t&les jsou
stejné. TakZe stadi pocitat proud jen jednoho topného télesa a neni nutné uvazovat faze.

a) P zapojeni do hvézdy jsou na t€lesech napéti rovna fazovému napéti sité. Proto
lul=1u) =lud =1Ul =1 Ul /3 =400/3=2309 V.
Proudy jednotlivych téles jsou dany
ol =10 =16l =lul/iR=U)/ (BRY=15,4 A.
Jednotlivé proudy jsou ve fazi s piisluSnymi fdzovymi napétimi sité¢ (impedance topnych teles jsou
dany odpory t&les). Vykon jednoho télesa je tedy
- P.=|U}¥R =l UJ¥(3R) =3 555,6 W.
Celkovy vykon pece pii zapojeni do hvézdy je ‘
P,=3lUI%R =| UJ YR =10 666,7 W = 10,7 kW.
b) Pii zapojeni do trojuhelnika jsou na télesech napéti rovné sdruzenému napéti sité. Proto proudy
jednotlivych téles jsou dany :
|l =15l =15l =l Ul/R=26,7 A.
Jednotlivé proudy jsou ve fazi s pfisluSnymi sdruZenymi napétimi sité (impedance topnych téles
jsou dany odpory téles). Vykon jednoho télesa je tedy
P,= UJYR = 10,67 kW.
Celkovy vykon pece pti zapojeni do trojuhelnika je
=3l U R = 32 kW.
Pfi pl“”epOJeni pece z hvézdy do trojahelnika se tedy piikon zvétsi trojnasobné.

Z ptedchozich vztahii je ovsem ziejmé, Ze jak jednotlivé proudy, tak i piikony jsou nepfirho
amérné odporu R (napf. zvétSime-li téikrat odpory, klesnou proudy a jednotlivé prikony také téikrat).
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6. ELEKTROMAGNETICKE VLNENI

Priklad 6.1 D
Uréete délku viny pro nasledujici frekvence:
a) 850 MHz, volny prostor, b) 430 MHz, Telfon (g,2,1), ¢) 250 kHz, vzduch, d) 20 kHz, vzduch,
¢) 450 kHz az 1,5 MHz, vzduch (AM radiové vysilace), f) 108 MHz, vzduch (FM radiovy vysilac), g)
1 GHz, vzduch (mikrovinny signal sekundarniho radaru pro fizeni letového provozu), h) 600 MHz,
skelny laminat (e,~4,7 — televizni vysila¢)
ReSeni: VInovou délku uréime pomoci vztahu A = v/£ kde v Z(HS)_U 2 e=gp8;.
a) 353 mm, b) 481 mm, ¢) 1 200 m, d) 15 000 m, €) 667 m az 200 m, ) 2,78 m, g) 300 mm, h) 230
mm. ' '

Priklad 6.2 )]

Uréete nasledujici fyzikalni rozmeéry ve vlnovych délkach:

a) Soucastka o rozméru 180 mm, 120 MHz, vzduch, b) Soucastka o rozméru 1,8 m, 100 MHz,
vzduch, ¢) Soucastka o rozméru 250 mm, 500 MHz, skelny laminat (€=4,7), d) Kabel pro tiskarnu — 2
m dlouhy, 80 MHz, vzduch, ) 10 km vedeni elektrické energic 50 Hz ve vzduchu, f) Automobil (3,6
m) na spodni frekvenci AM pasma (450 kHz)

Reseni: Vinovou délku uréime pomoci vztahu A = v/ kde v =(ug)
vyjadfena ve vinovych délkach je [, =/ /A.
a) 0,072 A, b) 0,6 A, ¢) 0,903 A, d) 0,533 X, e) 0,00167 A, ) 0,0054 A

12 , E=¢gy g a proto délka

Piiklad 6.3 | D
Urcete nasledujici napéti v dBuV (vztazna Giroveii U; =1 uV):
a)23 mV, b) 670 uV, ¢) 3,2 V,d) 0,1 uV,e) 1 mV, ) 300 mV, g) 21 mV
Reseni: Pro pievod na dBpV plati
N =20log (U,/U)), kde U; =1 pV.
Tedy

a) N =20 log (23 000) = 87,2 dBpV, b) 56,5 dBuV, c¢) 130 dBuVv, d) -20 dBuV, e) 60 dBuv, f) 110
dBuv, g) 86,4 dBpv

Priklad 6.4 “ D

50 Q prijima¢ je pfipojen k anténé pomoci 200 m 50 Q koaxialniho kabelu. Pfijima¢ ukazuje
urovein -20 dBm (vztazna uroveni £; =1 mW) na 200 MHz. Uréete napéti na vystupu antény v dBuv,
jestlize ztraty kabelem pti 200 MHz jsou 26,2 dB / 100 m.

ReSeni: Uroveti v dBm ur&ime ze vztahu 10 log (P, /P;). Urovni -20 dBm odpovida
P;=10""""mW = 0,01 mW,
Tomu odpovida napéti
U= (P3Z)"* = (0,000 01.50)*° =0,022 V (87 dBuV).
Utlum v kabelu je 26,2 dB/100 m a pro 200 m kabel je utlum 52,4 dB.
Napéti na vystupu antény je tedy 87+52,4 = 139,4 dBuV.

Priklad 6.5 C

Bezeztratové vedeni s charakteristickou impedanci Z, zakonlené zatéZovaci impedanci Z; lze
ptizplsobit Ctvrtvlnnym vedenim A/4 s charakteristickou impedanci Z; = (Z, Zy'?. Dvouvodiové
vedeni s impedanci Z, = 75Q (uvniti' dielektrika s €, = 2) se méa pfizplsobit pro zat€z Z; = 15002
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6. Elektromagnetické vinéni

dvouvodi€ovym vedenim se stejnymi rozméry obou vodi¢i, ale jinym dielektrikem. Vypoctéte €, a
délku vedeni pro f= 100 MHz.

ReXeni: Pro & dostaneme Zy= Z,,/ Vs, , kde Z,, je charakteristick4 impedance pro vakuum.
Zy =2y V2 =Zp,V2/ Ve,
Z tohoto vztahu plyne, Ze & =1. Tedy je nutné pouzit vzduchové vedeni (popt. pénové dielektrikum).
Pro 100 MHz je ve vakuu A = ¢/f = 3 m. Vedeni /4 tedy ma délku 0,75 m.

Piiklad 6.6 | C

Usek bezeztratového koaxialniho kabelu s charakteristickou impedanci Z, = 50 Q a rychlosti 3ifeni
v=2.10* m/s je zakonden zkratem a pouziva frekvenci 10 MHz. Urete nejkrat3i délku vedeni tak,
aby na vstupu se zkrat jevil jako kapacita 1000 pF. UrCete nejkratsi délku vedeni tak, aby na vstupu se
zkrat jevil jako indukénost 1 pH.

Reseni: Pro bezeztratové vedeni plati

y=jB=joJLC, a=0, Z,=.L/C, v=w/Bf=1/JLC.
Proto

y=jf=jovIlC =jo/v .

Pro vstupni impedanci vedeni zakon¢eného zkratem plati
Z,sinh s +Z, coshys
Z, sinh s +Z, cosh s

Z(s)=Z, = JZ,te(B 5) = JZ, tg(@ 5/7).

Kapacita 1000 pF se jevi jako impedance

Z =—j/(aC).
Proto tg (@ s/v) = — 1/(wCZp) = Tedy s = —0,98 m +n A/2. VInova délka A=v/f= 20 m a minimalni
s = 9,02 m. Podobn¢ induk¢énost 1 uH se jevi jako impedance

Z=jolL.

Proto tg (w s/v) = @l / Zy a minimalni s = 2,86 m.

Priklad 6.7 A

Ur¢ete E, B a Poyntingliv vektor v kulovych soufadnicich pro elementarni dipél v pocatku
soufadnic ve sméru z’ o délce dI s proudovou hustotou Jg, =I 2%/dS.

Reseni: Vektorovy potenciél je
A= o [[[, 65,5, 2 Yexp(=jhr) K )V

a protoze plati z°= 1’ cos6— & sinf

A= gt SREI) o 1y SPETRD (os 0r0-sing 07)
47r 4y

r’ 18’ rsing¢’
NICRCEN)
r’sin@|or 00 0O

A4, rd, rsing 4,

B =4 1dlexp(—1kr)s1n0[jk+lj ’

4r

0
’ r

B=rotA=

2

H =B/,
V oblasti bez zdroja plati
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6. Elektromagnetické vinéni

jogE =rot H
a proto

E =—j /(e 1) rot B,

ProtoZe
r’ 10’ rsinf ¢’
rotB = 1 2 o 9
r’sinf|or 00 Op
B, rB, rsin¢ B,
plati

" =-j1—dl exp(—]krz)cose(ijr_]_) ,
®E, 2mr

o=t
g, A ror

E, :_jLﬂ exp(—jkr)sm@( 2 k] J ,
E¢ =0.
Poyntingtiv vektor je
kldl
Re (ExH')2=Re (EgH,r"~E, H, 9’)/2—— ) sin” @ r’.
2 47y
To znamena, Ze vykon teCe radialné ven. Tyto viny se nazyvaji sférické. I kdyZ jsou rozdilné od

rovinnych vin, 1ze je pro velké vzdalenosti v te¢né roviné rovinnymi vlnami aproximovat.

Pro velkou vzdalenost (vzdalenou zénu) plati k&# — <o a proto ziskdme uZiteCnou aproximaci

H, = jkld;M
Azr ’
El‘ = 07
E, = jk* 1dl exp(— ]kr)smé? hz, 1l exp(— Jkr)smé?.
WE, Anr 4mr

Proto Ey=H4Z, . Je zajimavé, Ze Poyntingliv vektor vypocteny pouze pomoci této aproximace dava
stejnou hodnotu jako vypocet pomoci uplnych vektorti E a H.

Celkovy vyzafeny vykon je
P = —Re{:j{ExH*ds_E (’d‘”j [" [sin*6r*sin6 do dp =
2 2
:47rr Zo[kl—.dl)
3 dar

Zisk antény se definuje jako pomér vykonové hustoty v daném sméru (obvykle v maximu)
k vykonové hustoté¢ antény, ktera by vyzafovala rovnomérné do vSech sméri (izotropni anténa).
Izotropni anténu sice nejde teoreticky realizovat, ale miZzeme si ji snadno pfedstavit (vypoditat), tzn.
jeji vykonova hustota by byla P,/(4n#) a proto je zisk

2
1 # 4 (@ﬂ sin” &
E—Re(ExH) 3% n

G= ) 3G,
Py 2 o (Kl 2
4’ “Cdmr
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6. Elektromagnetické vinéni

Piiklad 6.8 A

Uréete E a H ve velké vzdalenosti v roving€ yz pro anténu s plo$nou hustotou proudu K(x ="
uvniti obdélniku.

p
P//zy"' . >

Regeni: Vyuzijeme vysledki z predchoziho piikladu. Uvazujme element proudu dxdyy’, Protoze nyni
je zm&nény soufadny systém, zméni se sind na cosé Vysledné pole ve velké vzdélenosti (vzdalené
z6n8) ziskame integraci vysledku predchoziho piikladu

jk f fxz exp(— ]kr)cosﬁaydx'

b/2
Pro velka r bude v roving yz ptiblizné platit
r =R —y sinf.

Protoze se zména r ve jmenovateli prakticky neuplatni, nahradime » hodnotou R. V exponentu se
zmena uplatni a proto

jk* cosBexp(—jkR I
By == we, ——EL]——) Jva/z fbfzeXp(]kysme) dyde =
-z, cost exp(—jkR) b ~Z,H,,

2AR u
kde u =kb sin8/2= 7b sinB/A.

Pouzitd metoda diva pomerné piesné vysledky pro aperturové antény srozmeéry podstatné

vétsimi neZ je vinova délka vyzatované viny.

Pfiklad 6.9 : B

Urete §itku svazku (velkost uhlu mezi body s poklesem -3 dB) a zisk antény z piedesiého
prikladu.

Refeni: Vyuzijeme vysledki z predchozﬂlo pfikladu. Pro pokles -3 dB musi platit pro malé Ghly§
kdy cos @~1
0,708 = sin w/u.

Tuto rovnici vyfesime numericky a dostaneme # = 1,389. ProtoZe nés zajiméa pokles mezi body
s arovni —3 dB, potfebujeme znéat dvojnasobnou hodnotu. Tedy

b siné; /A=2.1,389
siné; = 0,884 A1/ b.

Pro malé Ghly @ plati sin =6 a tedy
6,3 =0,884 1/b [rad] = 50,7 1/ b [°].
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6. Elektromagnetické vinéni

Tento vysledek uddva zavislost mezi Sitkou svazku &, vinovou délkou A a velikosti antény
(apertury) b. Podobny vysledek bychom ziskali pro &; v rovingé xz.

Pomoci principu ekvivalence lze uvaZovat uvnitf obdélniku dokonale magneticky vodivou plochu a
podle principu zrcadleni ji odejmout a nahradit zdrojem K = 2n° x H a tedy pro H=10,5 A/m bude
celkovy vyzéfeny vykon

Pr=Re (E x H*)ab/2 = Z, ab/8.

Zisk dostaneme jako podil vykonové hustoty v daném sméru (obvykle v maximu)‘kvykonové
hustoté izotropni antény

LRe(E < H¥) é(cow abgt{}{j 2
G(0) = 2 ’ _2\2AR u ) =47mb(sinucosg) _
P, _ab ZAN
AnR* ® 327R>

Pouzijeme-li vztah pro 6;;a 6,; dostaneme pro maximalni zisk

4mab  470884° 32400
e 030 O050°10,51°1

G:

Pozndmka: Pokud nebude rozloZeni proudu rovnomérné, zméni vztah pro vypocet Sitky na
0 =KA/b[°],
kde K se ptiblizné rovna 50,7 az 70.
Vztah pro zisk by se modifikoval na tvar
4rab 47 32 400
= = el ™ oo
PR P 6,1°10,,1°]
kde 7 udava vyuZziti apertury a S; je plocha apertury. Veli¢ina S, =75z se nazyva efektivni plocha
antény.
Zisk se Casto vyjadiuje v dB (popt. pro zdiraznéni, Ze jako referenéni anténu uvazujeme izotropni
anténu se piSe dBi, nebot je mozné uvaZovat i zisk k jinym anténam, napi. dipdlu).

Priklad 6.10 | C
Uréete minimalni vyzarovany vykon, jestlize pfijaty vykon musi byt alespoii 1 nW. Pfijimaci i

vysilaci mikrovinné antény maji zisk 35 dBi, frekvence je 3 GHz a jsou ve vzdalenosti 48 km.

Reeni: Vykonova hustota ve vzdalenosti R od antény se ziskem Gy podle pfedchoziho prikladu je

P,G,(6) ‘

1

—Re(ExH*) =
2 ( ) 4nR*

Vykon, ktery pfijimaci anténa ve vzdalenosti R ptijima, bude

_PhG, )

P = ~Re(E x H*)Sn
47R?

Sy =P,G, (9)GR(6)(#] ,

kde Sp je plocha apertury antény, m udava vyuZiti apertury a Gy je zisk piijimaci antény. Je-li zisk
antény 35 dBi pak
G=10"""=3 162

Vyzarovany vykon musi byt alespori

P 2
P, =X [i‘fﬁ) —3,6mW .
GG\ 2
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6. Elektromagnetické vinéni

Piiklad 6.11 D
Uréete dosahy mikrovlnného zafizeni pro pienos dat, je-li vysilany vykon 7 dBm, pfijimaci i

vysilaci mikrovinné antény maji zisk 13 dBi, utlum v kabelech je 4 =2 dB a frekvence je 2,4 GHz.

Pozadovany pfijimany vykon je'a) Pz =-81 dBm pro 11 Mb/s jeab) Pr=-85 dBm pro 5.5 Mb/s.

ReSeni: Pouzijeme vztah z predchoziho piikladu, ktery lze psat (s uvaZenim ztrét v kabelech)

2
10log P, =101og| P,G,Go| ~2=| 14/,
4R

20log R = P,[dBm)+ G, [dBil+ G ,[dBi] - A[dB]~ P,[dBm]+20 log[#) ,

R = 10C%05-P)/20

 TakZe minimalni dosahy jsou a) R =4 km a b) R = 6,3 km.

Priklad 6.12 C
Na letadle se pouZiva anténa pro ruseni neptatelského radaru. Jestlize tato anténa ma zisk 12 dB ve

sméru vysilani, a vysilany vykon je 5 kW, urCete E v sousedstvi nepfatelského radaru, ktery je

vzdaleny 3 200 m.

ReSeni: Maximalni vykonové hustota ve vzdélenosti R od antény se ziskem Gy je

E*  PG,(6) 5000.10%

l[Re(ExH*)|= = : —=0,616mW .
2 2u, ! y) 47R°- 473200
Tedy
1/2
E= [2(;:0 1e,)""? P’TGYIL{-(Z—@} =0,68V/m .
7
Priklad 6.13 B

Odvod'te radarovou rovnici pro cil ve vzdalenosti R.

ReSeni:Maximalni vykonova hustota, dopadajici na cil ve vzdalenosti R od antény se ziskem Gy je
D= PI—G‘Z . Pokud ptedpokladame, Ze tento cil ma jakousi efektivni ,,zachycujici“ plochu ¢ a tento

“cil bude vyzatovat rovnomérmné do viech sméria, zachyti cil vykon p,c, takze odrazend vykonova
hustota v mist¢ ptijimaci antény bude p, = p;c /(4nR%). Bude-li mit pijimaci anténa efektivni piijimaci
plochu 7Sz =G A*/(4m), podle piikladu 6.9, dostaneme pro piijimaci vykon P, nasledujici radarovou
rovnici

PGy 7
= oS.n=PG,Go—" .
(47R*)? R = E1r TR (47’ R*

R

V radarech se obvykle pouziva stejnd anténa pro vysilani i piijem a pak se veli¢ina ¢ nazyva efektivni
odrazna plocha (radar cross section RCS). Pro “dostateén&” vzdaleny cil miZeme odvodit definici

2 2

5 5

=lim,_,, 47R

o =lim, ,, 47R* P limg ,, 472R*
&

i i

Priklad 6.14 - B
Urcete efektivni odraznou plochu pro dokonale vodivou obdélnikovou desku a dlouhy vélec.

Refeni: Pro desku postupujeme podobné jako v piikladu 6.8. Uvazujme dopadajici pole v misté cile
H= Hx’, které vzniké vyzatovanim vysilaci antény, ktera je v roving yz a svira thel & s normalou.
ProtoZe vina nedopada kolmo na desku, méni se faze na desce jako exp(jky sinf). Pomoci podminek
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6. Elektromagnetické vinéni

na rozhrani ziskime plogny proud na dokonale vodivé desce K=2n"x H exp(jky sin6)=2 Hy’
exp(jky sin@). Vysledné pole ve velké vzdalenosti (vzdélené zon¢) bude

_ Jk? cos@exp(—jkR) @iz pi2 s _
E = a)—soT fm fmZH, exp(2 jkysing) dydx =
- jZ,H, cosfexp(—jkR) ab sin(kbsin 6) ~Z.H, .

AR ~ kbsind

Pro ¢ dostaneme

2
s

sin(kbsin &) .
kbsin @

0s 8

>

2
o =lim,__ 42R* =47
R / P kbsing | P

i

oSO exp(~jkR) _, sin(kbsin 0 _ 47{ ib]z

kde ¢len v absolutni hodnoté vyjadiuje zménu o vlivem thel 6 a rozméru desky (ve srovnani
s obdélnikovou aperturou je tato zmena dvakrat rychlejsi).

Podobnym postupem pro dlouhy valec o déice / a poloméru g ziskdme (na plasti vélce je
dS=adopdz)
2

= kal®

2

sin (kl sinf)
kisin@ -

e 2 T,
o= 477} Jk” cos & exp(=jkR) .[/2 [ //22 exp[/'(2kz sind + 2kacos go)]adgodz cos 0

471’&)50 112 &7

kde thel 6 se méfi od normaly véalce. Pfitom pro vyjadieni integralu podle ¢ se pouzije princip
stacionarni faze, tzn. rozvineme fazi pomoci Taylorovy fady a pouzijeme pouze kvadraticky ¢len

[ exo(in®) = Jz/r exp(jm/4)

Pozndmka: Analogicky pro kouli o poloméru a ziskime ¢ =na’, coz dava nazornou definici
efektivni odrazné plochy cile jako priimét plochy kovové koule, kterd by odrazela stejny vykon ve
stejném sméru. PouZitd metoda dava pomérné piesné vysledky pro ptedméty s rozméry podstatné
vétsimi neZ je vinova délka vyzarované viny.

Piiklad 6.15 A
Odvod’te obecné vlastnosti vin na vedeni separaci proménnych. Pro zjednoduseni piedpokladejte:
1. Prostredi $ifeni je homogenni, izotropni, linedrni a stacionarni.
2. Je nevodivé. To nevylucuje kovova vedeni, viny se §ifi podél kovového vedeni.
3. Hustota volnych nabojti je nulova. Proto div £=0.
4. Vlny se §iti podle ptimky v kladném sméru osy z. Zadné viny se neodrazi ve sméru —z.
5. Harmonické vInéni exp(jor).- |
6. Utlum je nulovy, tzn. =o' gu .
ReSeni: Nehomogenni vinové rovnice miizeme pséat pouZitim fazor pro py=0a Jy =cF jako
V?E +0’suE — joud , =(V? + o’ eu - joop)E = (V* +k*)E =0,
VB+a euB =—protd , = —uo rot E = jouoB,
(V2+EHH =0.

Podél vedeni uvaZujeme vlny

E=E, explj(ot -k, 2)]=(E,.x" + E,,y" +E,.2" Jexp|j(er - k.2)]

B

H=H, exp[j(a)t - kzz)] = (H X'+ H ;ny ¥’ +H e )exp[j(an‘ - kzz)],

kde E,., Eny, En; @ Hywy, Hyy, H,, jsou funkce x a y, vinové Cislo k, =2n/A, je realné, protoze
predpokladame nulovy atlum, A, je vinova délka na vedeni.
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Z div E=0 a div B=0 plyne
OF OH
_aEijL_.ﬁy__jszm___.o, %+_"_‘y_ ik H,
o oy O oy A
Z rot E= —jouH plyne

aEmz ' n aE'mz :
S Stk =-jout ., - Jjk.E,. - S = O

Z rot H= joek plyne

%”iz—+jszmy = joek,., —jk.H,. 2 = jowekE,,,
oH
a;V _'—Igy—mi =ja)gEmz
Pokud %, =k

E}nx = 2 -] 2 kz aEmz +a)ﬂ aHT’IIZ . E’ny = 2 _] 2 kz OEmZ —a)ﬂ aHmZ R
k; -k ox oy ki—k oy Ox

H, = J - we OF +k, OH s , H,_ = —J s —aE”" +k, My
K ~k? oy ox vkl -k* ox oy

JestliZe k= & pak vyrazy v zavorce musi byt nulové. To se splni nejjednoduseji tim, Ze jak £, tak
H,, jsou nulové.
PouZijeme index L, abychom identifikovali slozky, které j _]SOU kolmé na smér §ifeni. Tedy

Em_L—_ mxX + Emyy ] HmJ__ mex + Hmyy s

L = P{—k_Z[kz div, £, -‘f—a),u rot(Hmzzo)],

H, = kz—iﬁ[k div, H,, +ourot(E, 2" .

z

Protoze podélné slozky £ a H splituji vinové rovnice, plati

2
aEmz+aE szmz+kE =0, (Vi-’r-kz-—kzz)Emz:O

axt oy
0'H, 0°H,, ,
o+ > —K H,, +k*H,, =0, (VI+k*-k?)H,, =0

Pomoci vhodnych okrajovych podminek dostaneme hodnotu £,

Je vhodné uvazovat zvlast’ viny

a) transverzaln¢ (pfi¢né) elektrické (TE), kdy E,..=0

b) transverzalné (pii¢ne) magnetické (TM), kdy H,,.=0

¢) transverzalng (pii¢ne) elektromagnetické (TEM), kdy E,,=0 a H,,=0
TEM viny

Ptipad k= k se splni nejjednoduseji tim, Ze jak E,., tak H,, jsou nulové, coZ jsou TEM vlny. Pro
TEM je délka viny na vedeni A, stejnd jako délka viny ve volném prostiedi A, tzn.

A=A, k=k=B=0(w)'? v=0/p= (g™
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6. Elektromagnetické vinéni.

Hmy :_me —(H;x“f'Hz )1/2 —H_m

my

2 2 Y2 172
Z = £ Emy (me +Emy) _ E _[/‘\
TEM

mx m
=\ s
&

kde v je rychlost Sifeni (fazova rychlost) a Zrgy je charakteristickd impedance prostfedi. Hustoty
elektrické a magnetické energie jsou stejné eE*/2= uH’/2. Stéedni hodnota Poyntingova vektoru je

Re (ExH*®)2=E, | 2Z1) 2’ = Ef1Zpys 2 =ve Ef 2" =vu HP 2"

Uvniti vodi¢i s nekonecnou vodivosti plati E = 0, nebot jinak by bylo J nekone¢né. Rovnéz B a H
jsou uvnitf vodi¢e nulové, protoZe rot E = —joB. Uvazujme libovolnou uzavienou kiivku C, ktera lezi
v rovin€ kolmé na smér Sifeni (osu z). Protoze H je kolmé na smér Sifeni a nulové uvniti vodice, je
H=0 a proto :

JE-di =expljlor—k,2)], E,, -dI =0

a tedy E lze odvodit pomoci potencidlu ¢ =g, exp [j (ot — &, z]
E=—div ¢ =—div ¢, exp [j (00f - k. z].

Jestlize uvazujeme dutou trubici, je tecna slozka E na jejim povrch nulova a ¢, je konstantni na
povrchu trubice a jediné mozné feSeni je, Ze uvniti trubice je ¢, konstantni. ProtoZe je ¢, konstantni
uvnitf trubice, je £, nulové, E=0 a proto jsou nulové i B a H. Proto nemohou existovat uvniti* duté
vodivé trubky viny TEM. To neni zcela pravda, protoze viny TEM mohou existovat, kdyZ je vinova
délka mnohem mensi nez prifez. Napf. svétlo prochazi ptimou vodivou trubici. Dale uvidime, Ze
TEM je limitnim piipadem viny TE. Naproti tomu jednotlivé vodice stinénych pard, rovnob&znych
vodic¢i, nebo koaxialnich vedeni nemusi mit stejny potencial, a proto se zde mohou §ifit viny TEM.

Z posledniho vztahu plyne, Ze pro dané ¢ a z se E méni podle x a y piesné stejné jako pro statické
pole. To se miize s vyhodou vyuzit jak pro vypoclty, tak pro méfeni (testovani) vedeni (napf. méfeni
prirazného napéti pro dielektrikum koaxialniho kabelu).

TE a TM viny
Jak pro TE, tak pro TM vlny plati

me _ Emy

- H H

my wx

Je-1i k; realné a kladné, jsou tyto poméry také realné a kladné. Takze slozky E, a H, jsou ve féii
stejn¢ jako E, a —H, . Proto jsou realné slozky E, a H, vzajemné¢ kolmé jak pro TE, tak i TM vliny.
Pomer E,,,/ H,, se nazyva charakteristickd impedance

B o (m\PA By k(1) 4
YUH, Kk £ g) A

z

> M
A H, s

z

Abychom ziskali feSeni musime uvaZovat pfislusné okrajové podminky, které budou zaviset na
konkrétnim typu vedeni.

Piiklad 6.16 B
Vysetfete viny v obdélnikovém vinovodu.

ReSeni: Pouzijeme vysledky predeSlého piikladu. Budeme uvazovat nejjednoduss$i a nejvice
pouZivané vlnovody s obdélnikovym prifezem. Jsou-li st€ny nekone¢né vodivé, pak te¢né slozky £,
musi byt nulové. Bude-li vlnovod podle osy z nekoneény a je-li prifez vinovod tvofeny st€nami x= 0,
x=a, y= 0, y=b, lze vlnovod fesit separaci proménnych. Plati

H,= M cos (kx) cos(kyy) exp(—jk.z) ,
nebot’ jinak by nemohly byt splnény okrajové podminky, které plynou pro te¢né slozky E, tzn.

0 H,/0x=0prox=0,x=aad H,/0y=0proy=0,y=b.

Ziejmé k.a= mm a kb= nx a pro slozky E plati
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6. Elektromagnetické vinéni.

Hy ~H, (g2 +w2)” H,

Ly =

£ ) Emy . (E,ix'*‘Eiy)”Z _E =(’u\l/z

mx m
— >
‘)

kde v je rychlost ifeni (fazova rychlost) a Zmgy je charakteristickd impedance prostiedi. Hustoty
elektrické a magnetické energie jsou stejné eE%/2= wH’/2. Stiedni hodnota Poyntmgova vektoru je
Re (ExH®)/2 = E,/ [2Zyan) 2 = Ef 1 Zy & =ve EF ' =vuH}P 7* |
Uvnitt vodi¢d s nekone¢nou vodivosti plati E = 0, nebot’ jinak by bylo J nekone¢né. Rovnéz B a H '
jsou uvnitf vodi¢e nulové, protoZe rot E = —joB. Uvazujme libovolnou uzavienou kiivku C, ktera lezi
v rovin¢ kolmé na smér Sifeni (osu z). Protoze H je kolmé na smér Sifeni a nulové uvnitf vodice, je
H,=0 a proto - ’

CLE -dl = exp| (ot - k;z)]{, E, - dl=0

a tedy E lze odvodit pomoci potencialu ¢ =@, exp [j (0t -k, z]
=—div ¢ =—div ¢, exp [j (of — k. z].

Jestlize uvaZzujeme dutou trubici, je te¢nd slozka £ na jejim povrch nulova a ¢, je konstantni na
povrchu trubice a jediné moZné feSeni je, Ze uvnitt trubice je ¢, konstantni. ProtoZe je @, konstantni
uvnitt trubice, je E, nulové, E=0 a proto jsou nulové i B a H. Proto nemohou existovat uvniti duté
vodivé trubky viny TEM. To neni zcela pravda, protoZe viny TEM mohou existovat, kdyzZ je vinova
délka mnohem mensi neZ prifez. Napi. svétlo prochazi piimou vodivou trubici. Dale uvidime, ze
TEM je limitnim ptipadem viny TE. Naproti tomu jednotlivé vodice stinénych part, rovnob&znych
vodiél, nebo koaxialnich vedeni nemusi mit stejny potencial, a proto se zde mohou §ifit viny TEM.

Z posledniho vztahu plyne, Ze pro dané ¢ a z se £ méni podle x a y pfesné stejné jako pro statické
pole. To se miiZe s vyhodou vyuZit jak pro vypolty, tak pro méfeni (testovani) vedent (napf. mé&feni
prurazného napéti pro dielektrikum koaxialniho kabelu).

TE a TM viny
Jak pro TE, tak pro TM viny plati

me . Em)’

H H

my mx

Je-li k; realné a kladné, jsou tyto poméry také realné a kladné. TakZe slozky E, a H, jsou ve fazi
stejn€ jako E, a —f, . Proto jsou redlné slozky E, a H, vzijemné kolmé Jak pro TE, tak i TM viny.
Pomér E,,,/ H,, se nazyva charakteristicka impedance

EmJ_ DU H e 2’2 Eml kz H v A
Z]Ez == — —_, ZYM —_———— = == — _
H, & £ A H, ws \& 2

z

z

Abychom ziskali feSeni musime uvaZovat p¥islu§né okrajové podminky, které budou zav1set na
konkrétnim typu vedeni.

Priklad 6.16 B
Vysetiete viny v obdélnikovém vinovodu. '

ReSeni: Pouzijeme vysledky piede$lého prikladu. Budeme uvaZovat nejjednodusdi a nejvice

pouzivané vinovody s obdélnikovym prifezem. Jsou-li stény nekoneéné vodivé, pak tecné slozky E;

musi byt nulové. Bude-li vinovod podle osy z nekonecny a je-li prifez vinovod tvofeny sténami x= 0,

x=a, y= 0, y=b, lze vinovod fesit separaci proménnych. Plati

H,= M cos (k) cos(k,y) exp(=jk,z) ,
nebot’ jinak By nemohly byt splnény okrajové podminky, které plynou pro te¢né siozky £, tzn.
0 H,,/0x=0prox=0,x=aad H,/0y=0 proy=0, y=b.
Ztejmé kya= mr a kb= nrx a pro slozky E plati
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6. Elektromagnetické vinéni

E,= E., cos(kx) sin(k,y) exp(—jk.z) ,
E,= E, sin(kyx) cos(ky) exp(Fk.2) ,
E,= E,, sin(kx) sin(k,y) exp(—k.z) .

Uvedené vztahy plati jak pro TE, tak i pro TM viny. Prisluiné konstanty M, E,, atd. lze urCit
pomoci vztahd, uvedenych v predeSlém prikladu. V pfipadé TE vin je ovSem H, = 0 a £, =0 a
v ptipadé TM vin plati H,=0 a £, = 0.

Pro konstanty £, &y, k,musi platit

k4 K+ b =(maa) by + K=k + k=K,
kde k° = (mwa) +(n7r/b)2 je kritické vlnové &islo, které je stejné jak pro viny TM, tak i pro TE.
Ovsem obecné nemaji viny TE a TM stejna kriticka vinova &isla (napt. pro kruhovy vlnovod).
Zatimco viny TE s jednim nulovym indexem existuji, nebot’ H, je nenulové (pro n=m=0 by muselo
byt H, konstantni a proto by nemohly byt spinéné okrajové podminky), viny TM;, s nulovymi indexy
neexistuji, nebot’ jak H, , tak E, by byly nulové a to pro vinovod neni mozné. Kriticka vlnova délka je
A=2n/k,. Pokud je
=K -k’

nezdporné, je ziejmé, Ze se viny §ifi ve sméru z Pokud je k° zaporné (frekvence jsou niZ3i nez
frekvence odpovidajici kritickému vinovému Cislu), je &, imaginarni a vlny se velice rychle utlumi,
takZe se nemohou Sifit.

Délka viny ve vlnovodu

Az:2_7r: 2 _ 2 3 A

ko2 -t -t

Je ziejmé, Ze délka viny ve vlnovodu A, > A. Pokud A.>>A4 plati 4, = 4, takze TEM je meznim
pfipadem TE.

Fazova rychlost
VS
je vetsi nez rychlost Sifeni ¢ ve volném prostoru, ale §ifeni energie (skupinova rychlost $ifeni v,) je
mensi a plati
vy =c’.
Zékladnim typem pro a > b jsou viny TE;, (dominantni viny), kdy
A

i1-leaf)”

Priklad 6.17 . C

Vysetfete vedeni, které ma celkovou délku L = 400 m, rychlost §iteni v = 2 . 10° mis,
charakteristickou impedanci Zy = 50 Q a pfipoji se v ¢ase ¢ = 0 kbaterii U; =30 V snulovym
vnitinim odporem Z; = 0 Q. Vedeni je zakoncené rezistorem Z; = 100 Q.

r/ft:[] L=400m

Za=5800
Uy =30V ' ZL=100 Q
v =2 10°mis

A, =

L ]

& »

ReSeni: Cinitel odrazu zatéze je
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6. Elektromagnetické vinéni

_Z,-Z, 100-50 1
Z,+Z, 100+50 3°

Py,

Cinitel odrazu zdroje
Lz _0-50
" Z+Z, 0+50

Doba pro jeden prichod vedenim je 7 = LA = 2 ps. V Case ¢ = 1 ps se impuls dostane do
vzdalenosti 200 m, jak je ukdzano na obrazku.

40 7 U V]
a0 f="1ps
20 4+
10 +
L [m]
0 : : i
0 . 100 200 300 400

V Case ¢ =2 us se impuls dostane na konec vedeni a odrazi se napéti U, = U; p, =30/3 =10 V.
V Case = 2,5 us se impuls dostane do vzdalenosti 100 m od konce vedeni, jak je ukdzano na obrazku.
Tedy vysledné napéti na konci vedeni je U;+ U, =30+10=40 V.

V Case ¢ = 4 us se impuls dostane na pocatek vedeni a odrazi se napéti U, = U; pp, = -10 V.
V Case r=4,5 us se impuls dostane do vzdalenosti 100 m od poatku vedeni, jak je ukazano na
obrazku. Proto vysledné napéti na pocatku vedeni je 40 — 10 =30 V.V Case ¢ = 6 us se impuls dostane
na konec vedeni a odrazi se napéti Us = U; poppor =-3,33 V. V Case £ = 6,5 us se impuls dostane do

vzdalenosti 100 m od konce vedeni, jak je ukazano na obrazku. Proto vysledné napéti na konci vedeni
je30-3,33=26,67 V.

Piiklad 6.18 ' ‘ C
Pro dvouvodicové bezeziratové vedeni s parametry L = 0,5 u H/m, C = 200 pF/m, napéjené
generatorem, ktery ma napéti U; = sin (of) V, vnitini odpor R;=10Q a frekvenci /= 30 MHz,
zakontené impedanci Z, = 100 + 50 j Q@ pro tuto frekvenci, urCete Cinitel odrazu v misté zatéze p. .
Uréete vstupni ¢initel odrazu, impedanci, proud, napéti a ¢inny vykon (v misté generatoru, ktery je
vzdaleny s = 1 m od zatéZe).
50 U [V] | F=25us
40 4
30

20 4

10 4
a : : ; : |
0 100 200 300 100
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6. Elektromagnetické vinéni

20 TUV] f=45us
40 +
30
20 4
10 + gl
m
0 : : : {
] 100 200 300 400
40 — U V] f=65us
30 '
20 +
10 +
L[m
0 '[ ; : : ! :
0 100 200 300 400
—1 * -
R s=1m
Q>Ui : C = 200 pFfm Z, = 100 + 50]
f = 30 MHz L= 0.5 urim

ReSeni: Charakteristickd impedance a rychlost $ifeni tohoto vedeni jsou
Zy =(L/C)Y"* =50 Q,
v=w/B=LCy"*=10*ms.

Cinitel odrazu je
_Z,-Z, _100+50,-50
Z, +7Z, 100+50j+50

= 0,447 exp(j0,464) .

Pr

Cinitel odrazu ve vzdalenosti 1 m (na vstupu) je
U, exp(=/£%)
U, exp(jfs)
=0,447 exp (j0,464 —j1,27) = 0,447 exp (—3,306).
Vstupni impedance je

14208 _ 19 s4exp(0,18) 2.
1-p,(5)

p.(s) = = p, exp(-j2f55) = p, exp(—j20LCs) =

L(s)=1,

Vstupni napéti U(s) (napéti v misté s) ur¢ime pomoci délie slozeného z Z(s) a Z; a proud se uréi
pomoci vstupniho napéti U(s) a impedance Z(s) ‘

U(s) = U, ———~— = 0,664exp(j0,061) V ,
+Z,

H

I(s) = % =34exp(-j0,119) mA .

ProtoZe vypoéitané napéti i proud jsou maximalni hodnoty, je &inny vykon dodévany na vstup

vedeni
P= Re[U(s).I*(s)]/Z = 0,664 . 0,034 . c0s(0,061+0,119)/2= 11,1 mW.

104



6. Elektromagnetické vinéni -

ProtoZe se predpoklada bezeztratové vedeni, je to i vykon na zatézi.

Priklad 6.19 C

Uréete rychlost $ifeni a charakteristickou impedanci pro nasledujici vedeni: a) L = 0,25 u H/m
C=100 pF/m; b) koaxialni kabel C =50 pF/m, g =2,1; ¢) dvouvodi¢ové vedeni s polomérem
a= 10,16 mm a vzdalenosti mezi sttedy D = 2,54 mm.

Reseni: Pro bezeztratové vedeni s TEM vinou plati obecné &, = &k = B = (g1)" a pro rychlost $ifeni

v=(ew) " = ¢ ep)"* = o /B =(LC)", kde ¢ je rychlost Sifeni ve volném prostoru ¢ = (gg) "~ a
tedy LC = ue. Charakteristickd impedance a rychlost $ifeni jsou
a) Zy=(L/C)*=50Q,
v =(LCY"*=2.10° m/s;
b) Parametry koaxialniho vedeni jsou (L a C jsou parametry na jednotku délky)

Hooo Ry
L="In—=, C=27/lnlR, R,).
Lk iz, &)

PovS§imnéme si, Ze vztah LC = g je splnén.

ZO=JZ e r £-967.Q

C
1 8
=c |— = 2,07.10° m/s.
LC g,

¢) Parametry dvouvodi¢ového vedeni jsou (L a C jsou parametry na jednotku délky)
L=p(D/a)/z, C=ze/la(D a).

Proto plati LC = uga tedy

\/—_—\ﬁ ( } 3318 2,
v=‘/ L /i;-c: 3.10% m/s .
LC HE

Piiklad 6.20 , C

Anténa se vstupni impedanci 72 + j 40 Q na 100 MHz je pfipojena ke 100 MHz generatoru
tisekem 300 Q vedeni o délce 1,75 m. Jestlize ma generator napéti 10 sin ¢ V a vnitini odpor 50 Q,
uréete ¢inny vykon, dodévany na anténu.

ReSeni: Cinitel odrazu na vstupu antény je

Z, -Z =72~
p=2rZe 0PI o6187exp(-0,281).
Z,+Z, 300+72+ j40 '

Cinitel odrazu ve vzdalenosti s = 1,75 m (na za¢atku vedeni) pro B=w/c=2,096 je
pr(s)=pyexp(=j2f5) = p, exp(—j2sw/c) =
=0,6187 exp (—j0,281 —j7,335) = 0,6187 exp (—j7,616).

Vstupni impedance je '

1+ p,(s)

2=, )

=371,75exp(—71,096) 2.
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6. Elektromagnetické vinéni

Vstupni napéti U(s) (napéti v misté s) uréime pomoci déli¢e slozeného z Z(s) a Z; a proud se uréi
pomoci vstupniho napéti U(s) a impedance Z(s)

= —-———(S) = —7

U(s) =1, D+ Z, 9,36exp(—j0,112) V,
_UG) _ i

I(s) = ® 0,025exp(—70,984) mA .

Protoze vypocitané napéti i proud jsou maximalni hodnoty, je ¢inny vykon dodavany na vstup
vedeni
P = Re[U(s).I'(5))/2 = 9,36.0,025.cos(—0,112+0,984)/2= 75 mW.

Protoze se ptedpoklada bezeztratové vedeni, je to 1 vykon na vstupu antény.

Priklad 6.21 C

Bezeztratové vedeni s charakteristickou impedanci Z, zakonlené redlnou impedanci R; lze
pfizpusobit étvrtvinnym vedenim A/4. UrCete charakteristickou impedanci Z; ¢tvrtvinného vedeni.

ReSeni: Pro piizptisobeni musi platit Z,~Z(s)*. Pokud budou charakteristické impedance realné (coZ
je obvykly pfipad), musi pro bezeztratové Ctvrtvlnné vedeni (Bs=n/2) platit

L, cos(ifs) + JZ; sin(ms)} _|zi } _z
" Zycos(jps)+ 2, sinGAY | |2, ]

Proto Z,=(Zy RL)m.

Z(s) = [Z

Priklad 6.22 C
Rovinna homogenni vlna dopada kolmo na plochu dokonalého vodice (s nekoneénou vodivosti).

Jestlize je ve vzdalenosti 1 m od plochy dokonalého vodice vysledné pole nulové, urlete nejnizsi
mozZnou frekvenci dopadajici viny.

ReSeni: Budeme-li uvaZovat rozhrani- vzduch dokonaly vodig, bude Z, = (u, /g0)"

vodid¢

a pro dokonaly -

\1/2 .
Zzz(2an A+ _y.
o 2

Pro kolmy dopad (pro kolmou polarizaci — pro rovnobé&Zznou dostaneme stejny vysledek)
(ER ) _Z,cos8, —Z cost,
k

EI_ - Z, cos0; + Z, cosb, -

-1.

Vysledné pole bude (dopadajici pole se §ifi ve sméru osy z)
E=E;[exp (ot kz) —exp J(w t+ kz)] = Ey exp j(@ H]exp (—jkz) — exp (jkz)] =
=-2j E;exp j(@ 1) sin (kz).

To znamend, Ze na rozhrani bude vysledné pole nulové a to se bude opakovat pro kz =(2n/A)z =nm.
Proto vysledné nulové pole bude pro z =nA/2. Nejnizsi frekvence odpovida z =A/2 = 1 m a tedy
A =2 m. Nejniz$i mozna frekvence f=c¢/A=c¢/2 =150 MHz.

Priklad 6.23 - B
Vysetiete pole dvouvodi¢ového vedeni pro staly proud.
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6. Elektromagnetické vinéni

a

ReSeni: Pfi¢né rozméry jsou zvolené tak, aby se snadno pocitalo pole. MiZzeme uvaZovat, Ze
elektrické i magnetické pole mezi vodici je konstantni a nulové mimo tento prostor

E=Ex’=U/dx% H=H)y'=1/by".
Proto je Poyntingtiv vektor
ExH = UL/ (bd) 2".

Z této rovnice je vidét, Ze energie teCe podle vedeni ve sméru osy z. Celkovy vykon dostaneme
integraci uvniti' prostoru mezi

P=ILExH-dS=ff%dxdz=Ul.

Poyntingiiv vektor ve umistén v prostoru mezi vodi¢i. TakZe energie pfenaSena vedenim se $iff
volnym prostiedim a ne ve vodiCich. Jsou tedy vodice viibec nutné? VySetfeme, co se déje ve
vodi¢ich. Vlivem koneéné vodivosti vodi¢l existuje ve vodi¢i pole E

E=Llo i
o abo

Stale mame energii, kterd teCe ve sméru z, ale také dals{ slozku Poyntingova vektoru —£, H, uvniti -
vodi¢e ve sméru osy x. Integraci pro vodic délky / dostaneme pro celkovy vykon

/
P={ExH-dS=[|EH dz——~—- b=]*——=]R,
t L[; lf Hdvde = abo

kde R je odpor materialu. To je skuéné zajimavé, nebot’ vidime, Ze vlivem vodi¢i se rozptyluje velka
¢ast energie (méni se na teplo), takZe vodi¢e maji vyslovené skodlivy udinek na vedeni energie..
Ovsem vodice jsou nutné, abychom dostali smér ve kterém se bude energie Sifit. Matematicky feceno,
vodiCe existuji proto, aby vytvarely okrajové podminky. TakZe sice maji uZite¢nou roli, ale za cenu,
7e 'se ast energie ztraci. Tato energie je pravé FR pro kazdy vodi&, coz se shoduje s teorii obvodi.
To oviem znamena, Ze z hlediska $ifeni energie nepouziva teorie obvodi naprosto presné formulace a
proto pohled z hlediska teorie obvodi je mnohem jednodussi. Pokud ovéem uvazujeme z hlediska
Sifeni vin, dostaneme mnohem obecn&jsi pohled.

Priklad 6.24 ' ‘ A
Vysetiete pole dvouvodi€ového vedeni podle piedchoziho piikladu pro harmonicky pribéh.

ReSeni: V prostoru mezi vodiéi se $iii vina TEM. Elektrické pole E se méni podle x a y pfesné stejné
jako pro statické pole. Proto E, H a pienaseny vykon jsou

E=FE,exp [j (ot—k,z] x"= U/ d exp [j (ot -k, z] »xo
H=H, exp [j (ot —k,z] y'=1/bexp[j (ot—k,z] y°

Re (ExH*)2 = Ep/(2Zrpn) 2° = Eof/Zrpm 2= Ugs Lg /(bd)
P=Ues Ler.

Na rozhrani nedokonalého vodice a dielekirika jsou te¢né slozky H,= H, spojité a proto plati t&sn&
pod povrchem

1/2 . -
g, Z(Zawj A+), 0+,

o 2 7 o 7
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6. Elektromagnetické vinéni

kde J je hloubka vniku. Do vodice proniké vina
Er=Emexp [(ot—x/8)-x/5].

- Uvazujeme-li vodi€ délky /, je ztratovy vykon

P, = —%Re JLExH *dS = %ME;dV =% [ Ep” exp(-2x/ 8)dkx = ﬁ'lljféz«:;m [1-exp(-2a/5)].

Pokud je a<<d je 1—exp (—2a/0) ~ 2a/5 , pak se ziejmé& vyrazn€ neméni ani £,; ani Ja plati

obls ., 2 abl‘];’ 2 ! 2
P~ E. Raldy=0cablE" =—— =1, ——=I_R,
L m(2a/0) of pu S oab of

kde R je odpor pro staly proud.
Pokud je a>>6 je 1—exp (2a/9) ~ 1

zo-bléEjm =Gb15Ejf=0b15H;‘} 20u =b—1H;= ! 1;.
4 ’ 2 2 o »ac? obd

)

To znamena, Ze ztratovy vykon je stejny, jako by celkovy proud L, byl rovnomérné rozloZen po

prufezu b6, takZe by vodi¢ mél odpor R =7 Abdc). Tato predstava nazorng vysvétluje nazev hloubka
vnikud.
Poznamka: Uvedeny  vypoet je pouze pfiblizny, nebot jsme zanedbali rozptylové pole
(piedpokladali jsme rovnomérné pole mezi vodi¢i) a vzajemné ovliviiovani obou vodici. Je ziejmé, ze
presnost vypodti se bude zlepSovat pro velmi Siroké pasy, kdy bude b>>d a tedy vliv rozptylového
pole bude podstatné mensi. PovSimnéme si, Ze pro FeSeni pole mimo vodi¢e jsme uvazovali dokonalé
vodige (s nekone¢nou vodivosti), coz zaruilo, Ze E je kolmé na povrch vodice a uvnitt vodice je E
nulové (jinak by byla proudova hustota J = oF nekoneénd). Tento pfistup je velice vyuzivany (v
piedchozich prikladech jsme tak fesili pole obecného vedeni a obdélnikového vinovodu). To ovsem
nemiZeme pouZit pro vypocet ztrat ve vodiCi. Takze pro vypocet ztrat sice na zaatku uvaZujeme
dokonalé vodice, abychom vypocitali pole v prostoru mimo vodice, ale pak uvaZujeme nedokonaly
vodic, abychom mohli vypo¢itat ztraty (uvazujeme rozhrani nedokonaly vodié dielektrikum, kdy te¢né
slozky H; jsou spojité). Obecné nelze ptesné urlit v kterém okamziku je mozné zaménit dokonaly
vodi¢ za nedokonaly a je nutné volit zna¢nou obezietnost.

Piiklad 6.25 | C
Ukazte, Ze hloubka vniku & v dobrém vodi¢i je vZdy mnohem mens$i nez vinova délka A.
ReSeni: Pro rovinnou vlnu plati
E=E, exp j(w t—kz),
a tedy pro hloubku vniku, kdy amplituda poklesne na exp (-1), v dobrém vodi&i (o/we>> 1) plati
1 1 A

:azzz—zo;;,

kde A je vlnova délka ve vodi¢i. To neplati pro dielektrikum, které ma malé ztraty (o /we << 1), kdy
amplituda poklesne na exp (—1) ve vzdalenosti mnohem vétsi neZ je vlnova délka.

Priklad 6.26 C

Pro rozhrani vzduch (g=1) — kfemenné sklo (,=2,13)uréete hel, kdy se rovnob&zné polarizovany
paprsek neodraZi (tzv. Brewsteniv thel).

Regeni: Pro odraz plati
(ER } _Z,cos0, -Z, cosb, ~0

E_, . - Z,cosf, +Z, cosf, -

2

a tedy pro Brewstertiv Ghel
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6.-Elektromagnetické vinéni

cosfy, =27, 080,/ Z, =./6 /&, 1-sin* O,e / &,
2,1
0 = arcsin ————— & =55,6°.

=acrtg |— = acrth

J1+e /e,

Priklad 6.27 ' C
Urd&ete kriticky thel &, pro rozhrani dvou dielektrik, jestlize n; = 1,5 an, = 1. Urcete &, , sin G a
cos &y pro g, = 60°. :
ReSeni: Pro kriticky thel plati
6. = arcsin (n2/n;) = 41.8°.
Jestlize 6, = 60°, pak
sin @y=n; sin 6, /n, = 1,299,
&y =7/2 + j argcosh 1,299 =7/2 +j 0,755,
cosér=cos (/2 +j 0,755)=—j 0,829.

Priklad 6.28

Elektromagnetickd vlna o vinové délce Ay = 30 cm (1 GHz) se §ifi v prostredi s relativni

permitivitou &1= 06,2 a dopada pod uhlem &, = 1,5 6, na rovinné rozhranni s prostiedim o permitivité

= 1,2. Uréete kriticky uhel dopadud,. a stanovte, v jaké vzdalenost1 za rozhrannim klesne amplituda
prochazejlm viny na 10 % ptivodni hodnoty.

ReSeni: Pro totalni odraz plati 6, = 90°, tzn.
6. = arcsin (&, /5,1)1/2 =26,1°.
Pro vlnové &islo plati (pfedpokladame, Ze rozhrani je v roviné xy a osa z sméfuje do prvniho
prostiedi s ;= 6,2)
ky =B ;—joar=k; (sin :x"—cos 8,:7°)
To znamend, Ze vlna postupuje ve sméru osy x a tlumi se ve sméru osy z. Pro 6 = 1,5 &,
dostaneme ’
sin 9]’2 nj sin 91/712
—jkr =]k cos By ==k (&;5in° 6 — §,)"* =-23,61.
Pro amplitudu o velikosti 0,1 pivodni hodnoty musi platit exp (23,61 z) = 0,1 a tedy
z=-1n(0,1)/23,61 =-0,097 m.

Piiklad 6.29 ' C
Elektromagneticka vlna s kolmou polarizaci dopada z prostiedi s permitivitou &, =4,2 pod Ghlem

& = 1,2 6, na rovinné rozhranni s prostfedim o permitivité &,=1,5. Urlete velikosti a fazové poméry
fazord Epa Ey, je-h E; = 10 V/m.

ReSeni: Pro totalni odraz plati
B, = arcsin (&2 /5,)"* = 36,7°.
Pro 6,= 1,2 6. dostaneme

sin &=, sin 6, /n,

cos Gy =j(g,sin® 6 /g,— 1) =j (4,2 sin?44,04" /1,5-1)"* =/ 0,59.
(EF\. Z, cos8, —Z, cos, &, €0s@; —./&,, cosb,
| =

\E; ), Z.c0s0,+Z,cosO; g, cosO, + ., cosb,

=exp(—j0,91)
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6. Elektromagnetické vinéni

Ep| 27,0080, 2y&n cos6, = 1,8 exp(-j0,46)
E, ), Z,cos0;+Z cosO, e, cos, +.¢,, cosb, | ’

Fazory Ey = 10 exp(—j0,91) a Ey = 18 exp(—0,46).

Piiklad 6.30 A

Velmi dlouhy vodi¢ obdélnikového prifezu je uloZen v oteviené drazce v rozlehlé desce
z magnetického velmi dobfe vodivého materidlu (L — ). Uréete rozloZeni hustoty proudu po prifezu
vodi¢e pro harmonicky prib&h proudu, jestlize vodi¢ zcela vypliiuje drazku. Vypoditejte nejveétsi a
nejmensi hustotu proudu, je-li f=5 Hz; 6=5,7. 10’ S/m a /=500 A. Rozméry draky jsou d = 8 mm
a h =40 mm.

Reseni: Proudové hustota J = J, = cE, zavisi pouze na soufadnici z

d*J
(V2+k )] +k, = d~2y - juowJ, =0.
¥
d
i
dz | f
; f: h b~ co
z L y X
C

. Obecné teseni této rovnice napiSeme ve tvaru
J,=Crexp (j kz) + Cyexp (- kz),
kde k = (1) (oua/2)* = (1-)a.
Konstanty C; a C; se ur¢i z okrajivych podminek.

a) Na povrchu drazky (z = k) je hustota proudu nejvétsi. Proudova vldkna jsou obepinana nejmensim
magnetickym tokem

Iy (h) = Jpax = Cr exp (j kh) + C; exp (5 kh).
b) Na dné dréZky (z = 0), plati {H -ds = 0, protoZe pro integracni drahu vedenou po silové &afe, ktera

se dotyka spodniho okraje vodiCe, neobepina silo¢ara zadny proud, takZze H,(0) = 0 a proto je i
B.(0) = 0. Proto plati

rot E =rot(J/o)=—jouH;

=0 C-C;=0;

J

— — max

exp(jkh) + exp(—jkh)’

cos(k) _ cos|(1- jaz] 5 cosh[(1+ f)az]
YU cos(kh) ™ cos|(1—j)ak] "™ cosh[(1+ j)ah]

Abychom ur¢ili nejvétsi a nejmenéi hustotu proudu, musime vyjit z celkového proudu

cosh|(1+ j)ez] tgh[(l + f)ah]
1=[lpas=afs-dz=v.af coshl1+ ] = ax e

a = (ouw/2)*=33,6 m™, ah=1,34.
Jwax = 2,62 . 10% exp (0,72j) A/m’.

Nejmensi hustota proudu
1

- =15.10° j 2,
e cosh[(l + j)o:h] ’ exp(-0,59)) A/m

J,(0)=J

110



6. Elektromagnetické vinéni

Priklad 6.31 A
Uréete rozloZeni hustoty proudu uvnitt valcového vodice s kruhovym priifezem o poloméru a pro
harmonicky priibéh proudu.
ReSeni: Zvolime valcovou soufadnou soustavu s osou z totoZnou s osou vodiée. Vektory J a E maji
jen smér z a B a H jen smér ¢. Z divodu symetrie zavisi vechny fazory Jen na r. Proto plati pro
E,=Eakl=—uow
(VZ kz)E d £ +ld—E+k2E 0.

¥ r dr

Obecné Fesent této rovnice lze ziskat pomoci Besselovych funkei'” nultého tadu Jy(kr) a Yy(kr), které
jsou tabulované, popt. je mlizeme vypocitat pomoci nekoneénych fad ¢i asymptotickych rozvoji
E=CJylkr) + C; Yy(kr),
kde konstanty C; a C; se uréi z okrajivych podminek. Abychom pro » = 0 nedostali nekoneéné
hodnoty, musi byt C nulové, nebot’ ¥y(0)— —o. Proto konstantu C; = C dostaneme ze znamé hodnoty
E, = E(ka) = C Jy(ka) na povrchu vodice a miZeme ur¢it £ a J=ok
E =E, Jofkr) / Jy(ka).

Priklad 6.32 ‘ A

Vysettete vliv vifivych proudd v magnetickém jadru, slozeném z tenkych plechi.
z =il
(} v - . f} X
z=-a

ReSeni: Tenky plech miizeme povazovat za Siroky pas, kdy miZeme vliv okraji zanedbat a potitat
pole, jakoby byl pas nekone¢né Siroky. Uvazujme, Ze osa civky je ve sméru osy y.
Lze pfedpokladat, Ze vektor B ma pouze smér y (magneticky povrchovy jev). Pak je jen funkci z a
tedy z diivodid symetrie plati B, =u H, = B(a) = B(-a), B(z) = B(-z)
B(z) = C [exp(jkz) + exp(—jkz)] = B, cosh (jkz) / cosh (jka).
Pro dobry vodi¢ plati c>>gm a proto
J = 6E, x"= —¢ (dH/dz)/(c+jew) x° = [jkH, sinh (jkz) / cosh (jka)] x°.

Fazor celkového toku @ na 1 m Sirky p.élSU
i 2B
@ = | B(z)dz =—"tgh jka .
[ Bz == tgh jka

Bez povrchového jevu by byl tento tok

CD() = 261.3()
Vitivé proudy tedy zpiisobi stejny efekt, jakoby se zménila permeabilita na
t
Hy = KD
Jka

Veli¢ina z4 se nazyva komplexni permeabilita. Pokud je bez povrchového jevu indukCnost L. pak
reaktance civky se zménina
jol = jol, ghkfa =R+ jal,.

Odpor R se s frekvenci zvétSuje a indukénost L se zmenSuje.
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Ztraty vifivymi proudy ziskdme integraci F /(26) po objemu 1 m x 1 m x 2a, nebot J neni
efektivni, ale maximalni hodnota a pro vykon tedy musime uvaZovat polovi¢ni hodnotu. Plati

/2
k,z(ag“’) A-)=0-)/E=0- e,

kde 38 je hloubka vniku tj. pievracena hodnota a.
4[sinh( jkz)]2 = lexp[(l + jaz)|-exp[- 1+ j)ozz]2 = Z[Cdsh(Zaz) — cos(2az)],
4lcosh( jka)j2 = lexp[(l + j)aa)+expl- (1 + j)oza]2 = 2[cosh(Raa] + cos(2aa)],

P J? g k2 f_fé cosh(20z) — cos(2az) b e aH sinh(2aa) - sin(2aa) .
20 20 << cosh(2aa) + cos(2aa) 20 cosh(2aa) + cos(Caa)

Tyto vyrazy lze upravit pro malé cu, kdy zlomek (po rozvinuti goniometrickych a hyperbolickych
funkei do mocninné fady a zanedbani mocnin vy$sich neZ 3) se blizi hodnot& (20a)’/3 a tedy
pe aH? aa)’ _ o(H ,uw)*a’
20 3 3

Ztraty lze ziejmé snizit zmensenim vodivosti o, B, , f a tlouStky plechti 2a. To neni nijak
piekvapivé, nebot tento princip se vyuziva b&zn¢ v praxi. Napf. pro sniZeni ztrat se pouZivaji tenké
transformatorové plechy, které se vyrabi ze zeleza, do kterého se piidava kiemik pro sniZeni vodivosti
o, popf. (zejména pro vysSi frekvence, kdy ztraty znacné rostou) se pouzivaji ferity, které maji o
nékolik fadi mensi vodivost o nez feromagnetické materidly. Pfi vypoltech jsme neptihlizeli
k hystereznim ztratdm a pfedpokladali jsme, Ze permeabilita | je konstantni.

Piiklad 6.33 - S
Metodou siti vySetiete povrchovy jev velmi dlouhého Zelezného vodie, ktery je umistén ve
vzduchu, ma &tvercovy prifez (strana ¢tverce 2a = 4 mm), permeabilitu p = 100 p, H/m (neuvazujte

zmény permeability pii zm&né B), mérnou vodivost ¢ = 107 S/m a vede sinusovy proud 16 A o
kmito¢tu 50 Hz.

Reseni: Pro harmonické pribshy plati
J=0F =~ 00A4/0t— ograd 0 = —jw 0 A — o grad o,
rot H =rot (W'B)=J +8D/0t =c E+joc E= —jo 6 A= ograd ¢ +jweE .

V dobrém vodici je o/ws>> 1 (tvrzeni o dobrém vodici, nebo dobrém dielektriku zavisi zfejmée na
frekvenci). Pro nizké frekvence miiZeme pro vodiCe ¢len jwe E zanedbat a proto

rot (W 'B) =rot (' rot A) = (V(Vid) —=V?4) =—jw 0 A — o grad o.
Pro staticka pole (a priblizné i pro nizké frekvence) plati div A = 0, takZe
' VA =—jo cA - ograd (p'= —jo oA+,
kde jsem poloZili J, =~ o grad ¢. Pro dvojrozmérné Glohy budou mit 4 a J, pouze jedinou slozku
WV =—wocd+J,.

Pt pouziti metody siti postupujeme stejné jako v prikladu 3.16, ale objevi se dalsi ¢len —j@ oud. P
rovnomeérné siti s rozméry 4 x 2 méame pro bod v homogennim prostredi

~h (A Apt Agt Ay—4Ag) = —j© GuAy Hoo ,
(4h 7+ jo op) Ag =-h (At Ayt Azt Ay) g

Cleny 4k  a jo o si musi odpovidat, abychom mohli povrchovy jev touto metodou vysetfovat.
ProtoZe pfi zméné vzdalenosti x bude 4 exponencialné klesat s x/8, kde hloubka vniku § =(wop/2) 2,
bude obvykle postatovat volba i ~ &/5. Pokud nepouZijeme dostate¢né malé %, budeme misto
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komplexniho problému fesit realny (tzn. staticky) problém, takZe nezaznamendme povrchovy jev.
V tomto piipad¢ plati & =(a)ap/2)“”2 =(,0023 m a proto zvolime %= 0,5 mm.

Pokud nebude prostfedi homogenni, budeme uvazovat ,,pramérné“ prostiedi. Naptf. pro dvé
prostiedi s 4; a 1, budeme misto 1/u uvazovat (1/y; +1/14)/2. Podobné si mizeme predstavit, ze J
bude rozdilna v jednotlivych burikach, takze budeme uvazovat hustoty proudu J;, Jo, J3, Jy a tedy
vysledna rovnice (obecné pro rozdilné permeability a rozméry sité 4, k) bude

AO—AXZ . AO—A22 . AO—A32 . AO—A42 Y
2 2k 2 psh” 2pspkt 4 4 4
Hy Tl ot H Hy t 4y Hy Ty

-
3

/4
+—=— jocA
41

kde neznamé vektorové potencialy jsou nyni komplexni &isla. -

V ,,dostateéné vzdalenosti (zvolime 4 mm od vodi¢e) bude A zanedbatelné. Nemusime uvazovat
cely prostor, ale zvolime pouze jednu Ctvrtinu (napf. hornf pravy roh). Tento roh ma rozmér 6 x 6 mm,
takZe zvolime /# = k = 0,5 mm a pouZzijeme tabulku se 13 x 13 burikami (kazda butika odpovida uzlu
s potencialem A;). Protoze se vyskytuje pouze prostiedi s u a 1, budu se vyskytovat pouze tii varianty
o =249(100.1)/(100+1)= 2 £49/1,01; 2= 100 z4; g4. Lze identifikovat celkem 10 typa bodu a ptislusné
modifikovat vyslednou rovnici. Je zfejmé, Ze musime uvaZovat redlnou a imaginarni Cast 4, +j 4; a
proto pouZijeme dvé vzajemné provazané tabulky (Al az M13 a A15 az M27). Napf. pro roh vodice
(buitka E9 pro 4, a E23 pro 4; ) dostaneme (pro s=k)

4, _1241 + 4, _fz + 4 _‘243 + 4 _;44 =i_ij.Ao'
Hoh Hoh wmh phh

Ay = [y + 4, +0,505(4; + A, )+ S 14]/(1+1+0,505+0,505 + jwou k),

N+ 4, +0,505(4, + 4,)+ Juoh® 14]
(L+1+0,505 +0,505)* + (wou h*)*

(1+1+0,505+0,505 - joou k).

0

Do buitky O1 uloZime hodnotu Juyh’/4 =7,85398.10°% a do 02 hodnotu @ opk* = 0,00098696.
Uvazime-li, ze A jsou komplexni ¢isla dostaneme pro buttku E9 (realnou <&ast A)
= (($O$1+F9+E8+0.505*(D9+E10))*3.01+(F23+E22+0.505*(D23+E24))*$0$2)/(3.01+$0$2)"2
a pro buitku E23 (imagindrni ¢ast 4) '
=((F23+E22+0.505*(D23+E24))*3.01-($0$ 1 +F9-+E8+0.505*(D9+E10))*$0$2)/(3.01+$0$2)"2.

Ostatni typy by se odvodily podobné. Potencial 4 bude zfejmé symetricky podle os x a y. Z diivodu
symetrie proto budou pro body Al az A13 a B13 az M13 nulové norméalové derivace potencidlu 4.
V dostateéné vzdalenosti bude 4 = 0 a proto v buitkdch A1 az M1 a M2 az M13 bude 0. Potencial se -
vypoéte iteraci jako pii feSeni Gloh v elektrostatice. Pro prehlednost jsou vSechny hodnoty
vektorového potencialu 4 nasobeny 10°.

A B C D E F G H | J K L
0 0 0 0 0 0 0 0 |0 0 0 0
77 76 74 70 65 58 51 43 35 26 17 9
156 |154 1149 (141 [130 |117 (102 (86 69 52 35 17
238 1236 228 1215 (198 177 |154 (130 |104 |78 52 26
326 1322 311 1293 269 |240 (209 |175 (140 105 |70 35
420 1416 402 |378 (345 |307 [264 (220 176 {131 |87 44
522 /519 |503 471 1427 1376 (322 (267 (212 158 [104 |52
630 1637 620 |577 |516 450 1381 |313 [247 1183 121 |60
723 |778 |762 |700 |610 |525 |439 357 |279 |206 |135 |67
10 [11160[10812|9556 |6745 {724 601 |493 397 |308 226 (148 |73
11 16860 16237]14103|9577 1808 661 537 [428 |331 [242 158 |78
12 119649)18872)16252|10855|/859 (699 565 1448 345 251 1164 |81
13 |20481|19655/16883]11223|875 [712 |574 |455 (350 [255 |166 |82

QIRIN DO WIN|-

OO|I0I0|0|0I0|00|0|0|o|0|=
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A B |C D E F G H | J K L M
15 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
16 |9 -9 -8 -8 -7 -6 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0
17 |-18 |-18 |17 |16 |-14 |-13 |11 (-9 -7 -6 -4 -2 0
18 |-27 |27 |-26 |-24 22 |19 |17 |14 |11 -8 -6 -3 0
19 [-38 |-37 |-35 |-33 |-30 -26 [-22 |-19 |16 |-11  |-7 -4 0
20 |-49 |-48 146 |42 |-38 |-33 |-28 |-23 |-18 |-14 -9 -5 0
21 |62 |61 |58 1-B3 |46 40 |-34 |-28 1-22 |16 |11 |5 0
22 |-75 |-76 |-73 |-64. |54 |47 |39 |-32 |25 (19 |12 |6 0
23 {-86 |97 |1 |-77 161 |63 |46 |36 [-20 |21 |-14 |7 0
24 1-2097|-1979-16101-968 |-70 |-60 (-0 |40 [-31 |-23 |-16 |-8 0
25 |-3599|-3385|-2728-1608 |-81 |67 |-54 |44 |-34 |25 {-16 |-8 0
26 |-4494 |-4220|-3386-1979|-89 |-72 |-58 |46 |-35 |-26 -17 |-8 0
27 |-4789|-4495|-3601|-2100|-91 |-73 |-59 |-46 |-36 |26 |-17 |-8 0
Pfiklad 6.34 ‘ S

Na zacatek koaxialniho kabelu o délce 200 m sparametry R = 1,7 Q/m, G = 7 mS/m,
L=250nH/m, C=100pF/m, zakonCené¢ho dokonale piizpisobenym odporem, se posilaji
obdélnikové impulsy s pribéhem U=5V pro —/2+kT,<t<t/2+kT, a U=0V pro
T/2+kTy < t < (k+1)Tp—v/2, kde Tp =1 000 ns a T = 100 ns. Vysetfete Sifeni t&chto impulsi.

ReSeni: Pro pfizptisobené vedeni plati
U=U, exp(-y x),

y=a+jf

a’= ~;{(RG—a)lLC)+ \/(RZ +a)2L2XG2 +a)2C2)] ,

B =~12—[—(RG—a)2LC)+ \/(R2 +a)2.L2XG2 +a)2C2)] ,

Vstupni napéti rozvineme v fadu pro 7p=10%s,t=10"s

UO=3" e,  0,=2
IH=—00 7:)
1 e o 4, 1 g2 _SSin(ﬂnr/To)
¢, —T—of%/zx(t)e dt-»io— L/25cos(27mt/To)dr—— pron=0
c, =57/T,

Ve vzdalenosti x pro slozku # (ktera se uréi pro jako soucet slozek s frekvencemi —nay a nay) bude
(pro zaporné frekvence je nutné volit opaéné i zpoZdéni y,x)

5Sin(ﬂ7lT/T0)
m

U,(x,1)= lm[exp( J2mnt I T, -y, %) +expl~ j2met /T, + 7,7x)] =

5si /T,
= —E—Hi(zz—nl—i’—)lm{[exp(ﬂmt/To +jal2—y,x)—exp(—j2mnt/ T, —j7z/2+7,,x)]/ j}
mn

10sin{mz /T
- %exp(—anx) sinQamt /T, + 712~ %)
n

a proto
© sin(;mr/TO)
m

p==l

U, (x,t)=57 e:xp(.—wox)/T0 +10)° exp(—a,x)sin(2mnt /T, + 7 /2 - %) .
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6. Elektromagnetické vinéni
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Tento vztah lze numericky vypocitat a zobrazit pro dané hodnoty napf. pomoci tabulkového
procesoru. Samoziejme neni mozné pouzit nekonecny pocet Clend. Pfi pouziti 100 ¢lend dostaneme
Casové pribéhy pro vzdalenosti 0 m; 5 m a 10 m. Pouzity pocet ¢lentl bude ovSem ovliviiovat detailni
pribéh (zvInéni), zejména v oblasti prudkych zmén napéti (napt. pro 0 m v okoli 7 = 50 ns). Je ziejmé,
Ze pii zvétSovani vzdalenosti se zvétSuje jak Gtlum (napf. impuls o velikosti 5 V ma ve vzdalenosti 10
m velikost zhruba 1,5 V), tak i zkresleni impulsu (napt. pokles napéti na konci impulsu neni tak strmy,
jak plyne ze srovnani prib&hil pro vzdilenost 0 m a /=50 ns a pro vzdalenost 10 m a /=100 ns).

Piiklad 6.35 A
Naleznéte feSeni vinové rovnice pomoci separace proménnych pro valcové a kulové soutadnice.

Reseni: Pro feseni vinové rovnice ve valcovych souradnicich dostaneme

1 a[p@f} 1 62f &f K =0

pop\P) Fof or

Pro feSeni separaci proménnych zvolime funkci = R(p) I #)Z(z), ktera je soucinem tfi funkci vzdy
pouze Jedne soufadnice. Z vInové rovnice dostaneme
1 8( @R 1 o 8*Z
“pasl T A, 2 7t 2 +h =
PROp\  Op) p oY~ Zoz

Treti ¢len nezivisi na pa ¢. Proto

2 2 ’
0Z _ 4 a POILRI TP ) =0
20z Rop\' Op) @O

1 8@
o ¢

Druhy ¢len nezavisi na p a za dalsi ¢leny nezavisi na ¢ Tedy 5 =-n", kde 7 je konstanta.

Takze z ptedchozi rovnice dostaneme rovnici, kterd zavisi pouze na p

p 0 OR 2
P (kK =0.
R@p(paj ' +(k—E)p’

Tato rovnice uZ je separovana a zvolime-li K =kp2 + k%, dostaneme

p%(pi—ij+[(kpp)—n2]li=0.

Tato rovnice je Besselova rovnice n—tého fadu [17], kterd ma obecné feSeni dané¢ Besselovou
funkci prvniho druhu J,(k, p), Besselovou funkci druhého druhu Y,(k, p), Hankelovou funkcei prvniho
druhu H,Y (k,p) a Hankelovou funkci druhého druhu H® (k, p). Libovolné dvé funkce jsou linearné
nezavisla feSeni. ReSeni rovnic ® a R jsou harmonické funkce. Vysledné feeni je dano soudinem
téchto tii funkci (Besselovych a harmonickych) a podle konkrétni alohy volime pfislusnou linearni
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6. Elektromagnetické vlnéni

. kombinaci. Napf. pro Glohy, kde se zajimame o viny pro p—0, nepouZijeme Y;(0), nebot’ Y,(0)— —o.
Naopak pro viny, které se $ifi ve sméru od valce (a chovani uvnitf vélce nas nezajima — napf. pro
mé&ieni v blizké z6né na valcové plose) pouzijeme H® (k, p), nebot pro velké vzdalenosti p—co plati

HP () =[2/(me)]"* expl jlx - (n+1/2)w/ 2]}

a tedy se tato funkce kvalitativné chova jako rovinna vina se zavislosti exp(—jk, p).
Podobné bychom fesili vinovou rovnici v kulovych soufadnicich

2
R PR PR i(smeﬁj L 9L kr=o
r*or 0r) r<sing oo 98) r?sin@ 8 ¢*

Separaci proménnych f=R(r)H(&)P(g), po déleni f a nasobeni r*sin’@ dostaneme
sin? 6 d[zdRJ smé’d[ dH) 1 d’®
— =+ mé— |+—

r 4+ k¥ sin?6=0.
R dr dr H do de ) ® 44°

Polozime (d*@/d )/ @ = —m’, kters ma teeni ve tvaru linedrni kombinace sin (md) a cos (mg), nebo
exp(m¢) a exp sin (—-md), kde m je celé &islo. Délime-li sin’@ odd&lime zavislost na 7 a 0. Specialni
volbou konstanty / = n(n+1) dostaneme po ipravé

2
U4 (no ™) nine - |1 =0,
sm0d9 de sin? 9

d[ Z'}ij [(kr)2~n(n+1)]R 0.

dr

Vlastnosti funkce H zavisi na tom, zda n je nebo neni celé. ReSeni jsou obecné pfidruzené
Legendreovy funkce L,"(cos 6) a podle daného problému volime funkce prvniho druhu P,"(cos 6) &i
druhého druhu Q,"(cos 6). Aby tato feSeni neméla singularity pro &= 0, nebod = =, je nutné volit
P,"(cos 0), kde n je celé. Reseni rovnice pro zavislost na r je dano sférickymi Besselovymi funkcemi

b,(kr) = J%BM k), kde B, 1(x) je libovolna Besselova rovnice n+1/2 tého fadu napt. J, 1(x).

Chovani téchto funkei je kvalitativné podobné obdobnym Besselovym funkcim. Navic j(x)= sin x /x,
yu(x) = —cos x/x a B> (x) =j exp(—jx) / x .

Piiklad 6.36 ’ A

Uréete rozptyl vin na dokonale vodivém valci o poloméru a pro sloZku E rovnobéznou s osou
valce.

ReSeni: Pro dopad rovinné vlny miZeme uvaZovat pouze dvojrozmémy pfipad (podle pfedchoziho
prikladu uvazujeme k, = 0). Zvolime osu z ve sméru osy valce. Vina dopadd ve sméru osy x.
Dopadajici vina bude

E = £, exp(~jk) = E ) exp(-jkpcosd) = ZJ‘"J (kp) exp(jng)

}'x’—*d)

kde x=p cos¢ je vyjadieno ve valcovych soufadnicich. Posledni vztah plyne z rozvoje exponencialni
funkce do Besselovych funkei [17].

Uplné feseni je dano souétem dopadajiciho a rozptylového pole Rozptylové pole musi byt ve tvaru

= £, 377" a,HP (p)exp(ing) .

n=—c0

ProtoZe na valici je vysledné pole nulové, tzn. £, =E, + E =0, musi platit

E,, = 0 Z J I (kayexp(jng) + EO Z ja,H ,(,2) (ka)exp(jng) =0

n=—oc =t
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6. Elektromagnetické vinéni

a tedy a, = —J(ka)H,® (ka). Uvedené fefeni je sice v principu mozné pouZit pro vélec s libovolnym.
polomérem, ale pokud bude ka >> 1, bude toto feseni konvergovat velmi pomalu a pfi numerickém
vypoltu (napt. pomoci tabulkového procesoru, ktery zpravidla ma Besselovy funkce) bude tato
metoda selhavat vlivem zaokrouhlovacich chyb. Pro pole E polarizované kolmo na osu z bychom
pouzili H, a postupovali analogicky.

Pozndmka: Rozptyl pro dokonale vodivou kouli bychom fesili podobné pomérné komplikovanymi
Gpravami (viz napft. [24}]) s vyuzitim pfedchoziho piikladu a rozkladu

exp(jx) = exp(jr cosg) = Z J"@n+1)j,(r)P,(cosh).
: n=0
Priklad 6.37 B

Pomoci rozptylu vin urdete odrazné $itky (scattering width, tzn. efektivni odraznou plochu na
jednotkovou délku) nekoneéné dlouhého dokonale vodivého valce o poloméru a a efektivni odraznou
plochu pro dokonale vodivou kouli o poloméru a.

ReSeni: Pro dvojrozmérny piipad se bude vykon zmen3ovat jako 1/(2nR). Pomoci pfedchoziho
piikladu odvodime pro odraznou $itku pfi ¢ = 0 pro E, pouZitim vztahu pro H,? (k,p) pro p—>o

2 2
. El 20|~ J (ka)
o, = lim 27R~%| =— g (~1)" —2—2 |
e Row z‘ { 7 Zn:O n ( ) H;(zZ) (ka)
om] T Te Tttt e - g
10
9
8
7
B
A
4 2
3 £
| 4 ]
01 1 10

kde g, =1 pro n=0 a =2 pro n=0. Podobné pro H, (pole E polarizované kolmo na osu z)
dostaneme

. 2
24 b . J, (ka)
T = s (D) HO ()

kde ¢arka oznaduje derivaci vzhledem k argumentu. Vyrazy o, a ¢, maji jednotky .[m]. Je ziejmé, Ze:
pro ka>10 lze pouzit piiklad 6.14, kdy pro kolmy dopad je odraznd §itka o = ka. Porovnani je
ukazané na obrazku.

Efektivni odraznou plochu pro dokonale vodivou kouli o poloméru a bychom fesili podobné
s vyuzitim feseni vinové rovnice pro kulové soutadnice (viz predchozi dva priklady)

2w 2
o, = —‘anl(-l)”(n+1/2)(bn -a)l .,
7w

i (ka) ka j,_(ka)—n j, (ka) . 7 . L
kde a, = Jn' , b, = n-l " , Ja(kr) = ——d k) je sféricka Besselova funkce
1D (ka) ka b2 (ka)—n b (ka) n 2k ) ]

a podobné pro _ 72 (sféricka Hankelova funkce).
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