Uvod

Tato sbirka tloh z linearni algebry je urcena studentim Fakulty elektrotechniky a informatiky
VSB - Technické univerzity Ostrava. Témto studentum je predevsim uréeno skriptum profesora
Zdeiika Dostala "LINEARNI ALGEBRA”, k némuz jako studijni p¥iloha ma tato sbirka slouzit.
Vyuzit ji mohou také studenti kombinovaného studia jako doplnék studijni opory "LINEARNI
ALGEBRA pro kombinované a distanéni studium”. Kazda kapitola, respektive podkapitola (sekce)
obsahuje strutné teoretické informace (definice, véty, vzorce). Potom nasleduji podrobné fesené
piiklady a ulohy k samostatnému feSeni. Na konci kazdé sekce jsou uvedeny vysledky iloh.

Shirka tloh nemuze v Zadném pi¥ipadé nahradit vySe zminéné skriptum, kde je ucivo v pl-
ném rozsahu vyloZzeno a navic velice pékné a vhodné motivovano. Student by se mél tedy nejprve
jeho prostfednictvim sezndmit s teorii a teprve potom se pokusit o samostatné feSeni ukazko-
vych piikladi. Porovnani vlastniho feSeni s ukazkovym feSenim mu tak pomiuze odhalit pfipadné
nedostatky v teoretickych znalostech, které je nutno doplnit. Nefegené ulohy by uz pak nemély
predstavovat vazny problém.

Nezbyva nez doufat, ze tato sbirka pomuze studentim pii studiu linedrni algebry, jez patii
k zakladiim matematického vzdélani dnesniho inZenyra. Na zavér bych chtél jesté podékovat
ing. Martiné Litschmannové za cenné pfipominky, které pfispély k lepsi srozumitelnosti pied-
loZzeného textu.



Kapitola 1

Matice a reSeni soustav linearnich
rovnic

1.1 Aritmetické vektory

Aritmetickgm vektorem rozumime usporadanou n-tici ¢isel. PiSeme u = [uy,uz,...,u,], ¢isla
U1, U, - . . , Uy nazyvame slozky vektoru a jejich pocet jeho rozmeérem nebo dimenzi. Pro aritmetické
vektory u = [ug, ug, ..., uy], v = [v1, 02, ...,v,] stejné dimenze a skalar (¢islo) a definujeme

e TOUNOSt: U=V & U] = U1, Uz = V2, ..., Uy = Up;

o s&itdnd: u+ v = [u] + v, Uz + Vo, ..., Uy + Upl;

e ndsobeni skaldrem: au = [auy, aus, ..., quy] .

Vektor o = [0,0,...,0] se nazyva nulovy vektor a vektor —u = [—uy, —ug,...,—u,] = —1lu

opacny vektor k vektoru u. Snadno shledame, ze pro libovolné vektory stejné dimenze u, v, w
a skalary «, (3 plati:

Vi (u+v)+w=u+(v+w);
V2 u+v=v+uy

V3 u+o=u

V4 u+(—u)=o;

V5 a(u+v)=au+ av;

V6 (a+ f)u=oau+ fu;

V7 «a(fu) = (af) u;

V8 lu=u.

Dokéazat vlastnosti V1 - V8 je velmi snadné, a tak si dikazy vétSiny z nich nechdme na cviceni.

Piiklad 1. DokaZte platnost komutativniho zdkona (vlastnost V2).

Diikaz: Necht u = [uy,ug, ..., uy], v=[v1,v2,...,0,], mame

u+v = [ug+ou,u+v2,. .., Uy + Uy
a

v+tu = [vg+up,v2 Uz, ..U U

Tyto vektory se rovnaji. Jsou stejné dimenze a jejich odpovidajici slozky se rovnaji, nebot pro
s¢itani ¢isel komutativni zakon plati.
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Piiklad 2. Dokazte vlastnost V6 (distributivni zakon).
Diikaz: Polozime-li u = [uy,us, ..., u,], potom

(a+B)u = (a+P0)[ur,uz,...,u

[(a+ B) ur, (4 B ua, ..., (o + ) un]
= [auy + Buy, qug + Pus, . . ., auy, + Buy]
= Jouy,qus,...,ouy,] + [Buy, Bua, . .., Buy]
= au+ fu.

Platnost vlastnosti V6 tak opét vyplyva z analogické vlastnosti (o + ) u; = cu; + Su; pro €isla.

Cvideni:

1. Jsou dany vektory u = [1,~2, 3], v = [~2, 2,—1], w = [-1, —2, —11], x = [0,0,0,0] .
Vypoctéte: a) 2u+v; b) 3u+2v—w; c) u+x.

2. Dokazte platnost ostatnich vlastnosti V1 - V8.

Vysledky:
1. a) [0,—2,—7]; b) [0, 0, 0]; ¢) neni definovéano.

2. Navod: postupujte obdobné jako v ukizkovych piikladech.

1.2 Algebra matic

Matici A o rozméru m x n (¢ti: "em na en”) nazyvame schéma mn redlngch, resp. kompleznich

Gisel ag (i=1,...,m; k=1,...,n), sestavenych v m fadcich a n sloupcich:
@11, @12, ey A1n
a1, a2, ..., Q2p
A_ =
Aml, Gm2, ..., GOmn
Matici o rozméru m x n nebo také typu (m,n) zapisujeme A = [aik],, v, » Amxn, [@ik] nebo
struéng A. Je-li m = n, mluvime o ¢tvercové matici stupné (Fddu) n. Prvky aq1, ass, ass, - . . tvori
hlavni diagondlu matice. Symboly r#, s? oznacujeme i-tyf Fddek a k-ty sloupec matice A, tzn.
a1k
A _ A _
rit = [ai1, @iz, - -5 Qin) , S =
Qmk

Jsou to vlastné naSe znamé aritmetické vektory, neboli matice typu (1,n) a (m,1).

. f{ekneme, ze dvé matice se rovnayji, jsou-li stejného typu a maji-li na stejnych mistech stejné
prvky, tzn. A = B, pravé kdyz a;p = b prokazdé i =1,... m; k=1,...,n.

T

e Matici transponovanou k matici A = [a;1],, ., nazyvame matici AT = [aki}nxm, pro niz
plati a{i =a; (i=1,...,m; k=1,...,n). Transponovani matice prevadi fadky ve sloupce
a naopak.

e Matice A = [a;1),,.,, se nazyva symetricka, plati-li A = AT, tj. ay = ap; (i, k=1,...,n).

o Soucinem cisla (skaldru) o a matice A = [a;1],,,,, Dazyvame matici B = [aak],, ., -

o Souctem matic A = [a;k],, ., » B = [bik],,«, rozumime matici C = [a;x + bik],, ., -
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o Soucinem matic A = [aik],,,, & B = [bkj],,, se nazjva matice C = [c;;],, ., takovd, Ze
n A B /; P —
Cij = ai1bij + @iy + - A ainbny = Y, aikbry =1 o8P (i=1,...,m; j=1,...,p).

J
(Slovy: fddky matice A nasobime sloupci matice B.)
e Matice, jejiz v8echny prvky jsou nuly, se nazyvi nulovd matice. Oznacujeme ji obvykle O.

e Ctvercova matice I, jez méa na hlavni diagondle vSechny prvky rovny 1 a v8echny ostatni
prvky rovny 0, se nazyvé jednotkovd matice.

Vlastnosti maticovych operaci

Necht A, B, C jsou libovolné matice a «, § libovolné realné, resp. komplexni skalary. Pokud maji
niZe uvedené operace smysl (tj. maji-li uvedené matice predepsany typ), potom plati:

A+B=B+A;
(A+B)+C=A+(B+0C);
A+0=A;

a(A +B) =aA + oB;
(a4 08) A =aA + BA;
(AB)C=A(BC);
AI=A,IB=B

a(AB) = (¢A)B = A (aB);
(aB) A = a (BA);
A(B+C)=AB+ AC;
(A+B)C AC + BC;
(aT)" =

(A+B) AT+BT
( ) BTAT

Poznamka 1. Komutativni zdkon pro nasobeni matic zde nenajdeme, obecné totiz AB # BA.
S vyjimkou asociativniho zdkona pro nésobeni matic a transponovani sou¢inu matic neni obtizné
ovérit platnost téchto vlastnosti.

Priiklad 1. Vypoctéte matici X = AB + \C, jestlize

0, -1, 1 2 1
A=|1 2 1|,B=| 0|, x=-2,C=|2
1, 0, -2 —1 3

0, -1, 1 2 024 (=1-0)+1-(=1) -1
AB=|1, 2 1|-| o|=] 1-242:041-(-1) |=]| 1
1, 0, —2| [ -1 1-240-04(=2) - (=1) 4

-1 ] 1 -3

Odtud pak X = 114+(=2)|2|=]| -3

4 | 3 -2

Piiklad 2. Vyjadiete matice AAT, ATA, kde

1, -2
A=| -1, 1
2, 0
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Reseni: Uréime transponovanou matici A7,

1, -1, 2 ’ 1, -1, 2
T 9 ) T __ ) ) —
A —[27 1 0},po’comAA = 1, 1 [2’ 1 0}_
2, 0
1-14(-2)-(-2), 1-(-1)+(-2)-1, 1-24+(=2)-0 5, —3, 2
=] (-1)-1+1-(-2), —-1-(-1)41-1, —-1-24+1-0 = | =3, 2, =2 |,
2-140-(-2), 2-(-1)+0-1, 2:-240-0 2, =2, 4
zatimco
1, -2
1, -1, 2 ’ 6, -3
N M
-2, 1, 0 2. 0 -3, D

Stoji za povsimnuti, ze v obou piipadech jsme obdrzeli symetrické matice: AAT a AT A. Také se
potvrdilo, Ze nisobeni matic neni obecné komutativni: AAT £ ATA.

Piiklad 3. Ukazte, 7e pro transponovani soucinu matic plati (AB)T =BTAT.

Diikaz: Necht A = [a] B = [bk,j]nxp, polozime C = AB, D = BTA”. Mame dokazat,

mxn’?

stejnych porzicich stejné prvky. Pro libovolny prvek matice C v pozici (i, j) plati

cij = i 5}3 = aj1bij + aizbaj + - + @inbnj. ()
. blj,
cey bgj,
(*) AB = i1, A42, , Qi
LR bnja

Tento prvek je roven prvku C}; matice (AB)T.

Pro kazdy prvek d;; matice D dostaneme

dji = P A =bian +bojain + o 4 byjain. (#)
. . . . T all7

(#) BTAT = | by, by, -.es b A
T O

Plati tedy cj; = dj; pro kazdé j =1,...,p; i = 1,...,m, jinymi slovy C* = D.
Priklad 4. Dokazte platnost asociativniho zdkona pro nasobeni matic.

Driikaz: Méme dokézat, ze (AB) C = A (BC). Necht A = [ait],,, ., » B = [brjl, s C = [Cial,ns s
potom i-tjf Fadek matice AB je [rf-sP,xA - sB, .. rAsPB] = 3 aibers -, Yo g @ikbp)

takze prvek matice D = (AB) C na misté (i,q) je

dig = rP.osy = <Z aikblﬂ) C1q + <Z aikka) C2g+ -+ <Z aikbk,,> Cpg- (1.1)
k=1 k=1 k=1
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Dale ¢-tj sloupec matice BC je [rP-s&,rB-sG, ... 1B -sT] = [Z§:1 b1Cigs- - - » Z?Zl bnjch} ,

odtud pro prvek matice E = A (BC) v pozici (i, q) dostavame

p p p
€iqg = I‘;A . SqBC = a1 Z blejq —+ a;o Z bngjq —+ -+ aip Z bnjqu . (1.2)
Jj=1 j=1 j=1
Rozepsanim vzorcd (1.1) a (1.2) se piesvédéime, ze dijg =€ (i =1,...,m;qg=1,...,s):
dig = (aitbi1 + -+ @inbp1) c1g + (@inbiz + - -+ + @inbnz) cog + - - - + (@i1b1p + - - - + Qinbnp) Cpg,
eig = ai (bricig + -+ bipcpg) + aia (ba1c1g + -+ + bapCpg) + -+ + @in (bnicig + -+ + bupCpg) -

Matice D, E jsou stejného typu, maji na stejnych mistech stejné prvky, tudiz (AB) C = A (BC).

Poznamka 2. Vzorce (1.1), (1.2) miuzeme také vyjadrit pomoci dalsiho sumaéniho znaku ) :

n p n p p n
€iq = aik bkjch = Z Zaikbkjch = Z (Z aikbkjch) .
k=1 j=1 k=1 \j=1 j=1 \k=1
Cviceni:
1. Vypoctéte souciny (AB) C a A (BC) nasledujicich matic:
1, 2, 1 12 1
a)A=|0, 1, 2|,B=] -1 1,0:{1 J;
0, 0, 1 0 —1
bA=[1 -2 3]",B=[0, 1, 2],c=[0, 1, —2]".
2. Necht
2, 0,0 0, 0, -1
A=|0 -1, 0|,B=]0, 2 0
0, 0,3 2, 0, 0
Vypoététe: a) A2%; b) B2 ¢) BS.

3. Najdéte nenulové ¢tvercové matice A, B takové, ze AB = O.

4. Ukazte, ze pro kazdé ¢islo « a libovolné matice, pro néz maji nasledujici operace smysl, plati:
a) a(AB) = (cA)B = A (aB);
b) A(B+ C)=AB+ AC.

5. Dokazte, ze plati: Je-li A ¢tvercova matice, potom (A2)T = (AT)2 .

6. Rozhodnéte, které z nasledujicich tvrzeni je pravdivé (P) nebo nepravdivé (N) (o uvedenych
maticich pfedpokladame, Ze jsou predepsaného typu):
a) Je-li A = B, potom AC = BC;
b) Je-li AC = BC, potom A = B;
c) Je-li AB = O, potom A = O nebo B = O;
d) Je-li A%2 =1, potom A = +I;
) Je-li A2 =1, potom A" =1 pro kazdé n € N\ {1};
)

e
f) Je-li A2 =1, potom A™ =1 pro kazdé n = 2k, k € N.
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Vysledky:
4, 1 .
1. a) (AB)C=A(BC) = 0, -3 ]; b)(AB)C=A(BC)= [ -3, 6, -9 ] .
-1, -1
4, 0, 0 -2, 0, 0 0, 0, —4
2.a) A2=10, 1, 0 |; b)B?= 0, 4, 0|; c)B>=10, 32 0
0, 0, 9 0, 0, -2 8, 0, 0

» _ , —2 | 4, 6
3.Napr1kladA—[_4 8}’B_[2 3].
4. Postupujte podobné jako v feSenych prikladech 3 a 4.

5. Nedokazujte, ze matice maji stejné prvky, ale vyuzijte nékterou z vlastnosti maticovych
operaci.

6. a) P; b) N; ¢) N; d) N, napt. A = [ 0,

. 0}; e) N; f) P.

1.3 ReSeni soustav linearnich rovnic

Soustavou (systémem) m linedrnich rovnic o n nezndmgch x1,xa, ..., x, nazyvame soustavu
a;nry + anprz + 0+ amT, = b
azry + axpray + -+ apT, = b
(1.3)
am1T1 + ameTz + - + GmnTn = bm~
. . . . . T
Systém (1.3) je uréen matici soustavy A = [a;x] a vektorem pravych stran b = [by,...,by]
(a11y- -y @mn; b1, ..., by jsou dana redlnd, resp. komplexni ¢isla). MtZzeme jej také napsat ve tvaru

maticové rovnice
Ax = b, (1.4)

kde x = [z1,. .. ,xn]T je vektor nezndmych. Priddme-li k matici soustavy A jako posledni sloupec
vektor b, obdrzime rozsiFenou matici soustavy [A |b]. ReSenim soustavy (1.3) se nazyva kazda
takova uspofadana n-tice &isel [¢1,...,&,], Ze pii dosazeni Cisel &,. .., &, za nezndmé xq, ..., 2,
jsou splnény vSechny rovnice soustavy. Soustavu (1.3) feSime Gaussovou eliminacni metodou, tj.
roz§ifenou matici soustavy [A | b] pfevedeme elementdrnimi fidkovimi operacemsi

e R1 vzdjemn4 vyména libovolnych dvou Fadka;
e R2 vynasobeni nékterého fadku nenulovym &islem;
e R3 pricteni nasobku nékterého radku k jinému;

na rozsifenou matici [H | c] ekvivalentni soustavy se schodovou matici H, pomoci niz uz pak FeSeni
soustavy snadno najdeme. Schodovou matici rozumime matici, jez vyhovuje témto podminkam:

1. VSechny tadky, jez maji pouze nulové prvky, jsou umistény dole pod nenulovymi fadky.

2. Prvni nenulovy prvek kazdého fadku (vedouci prvek) musi byt vzdy ve sloupci, ktery je
napravo od vedouciho prvku pfedchézejiciho fadku.
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Piiklad 1. Rozhodnéte, které matice jsou ve schodovém tvaru:

-1, 3, 2 1, -2, 0 é’ _‘3’ ;) g 8 -2, 1
A= 0, 00 0,B=|2% 3 0].,C= o o o o 1|:DP= 0, —3
0, 0, 1 0, 0, 0 ’ A 0 0

bl

0, 0, 0, 0, O ’

Reseni: Matice A, B nejsou ve schodovém tvaru. V matici A neni nulovy fadek uveden tplné
dole. Matice B mé sice nulovy fadek spravné pod nenulovymi fadky, ale prvni nenulovy prvek
druhého fadku 3 (vedouci prvek) neni ve sloupci napravo od vedouciho prvku predchazejictho
fadku (¢islo 1). Matice C a D jsou ve schodovém tvaru.

Matice C je dokonce piikladem normované schodové matice. Jeji vedouci prvky se rovnaji 1
a v8echny prvky ve sloupcich nad i pod nimi jsou nulové.

Priklad 2. Najdéte vSechna feSeni systému Hx = c, kde
H|c = 0, 3, 5] 8

Reseni: Systém linearnich rovnic odpovidajici této rozgifené matici je

—5$1 — X9 + 3‘%5
31’2 + 5:L'3 =

—dxs =
Z posledni rovnice vypoc¢teme 3 = —2. Po dosazeni do druhé rovnice dostaneme
3xo+5(-2) =8, 3x9=18, x5=26.
Nakonec dosadime za x5 a x3 do prvni rovnice a mame
—5x1 —6+3(-2)=3, —bx; =15 =z =-3.

Systém ma4 jediné feSenf 1 = —3, z2 =6, x3 = —2.

Piiklad 3. Gaussovou eliminacni metodou FeSte soustavu rovnic

To — 3333 = -5
21‘1 + 3I2 — r3 = 7
4ZE1 + 51’2 — 2%3 = 10.

Reseni: Sestavime rozsifenou matici soustavy a prevedeme ji ipravami R1 az R3 na schodovy tvar.

0, 1, =3 | =57 ro 2, 3, -1 7 2, 3, -1 7
2, 3, -1 71 rm ~|0 1, =3| -5 ~10 1, =3| =5 ~
4, 5, =2| 10 | 4, 5, -2 10 | —-2rm 0, —=1, 0| —4 | +r

2, 3, -1 7
0, 1, =3 | =5 |.
0, 0, =3| -9 |
Neznamé dostaneme podobné jako v piedeslé dloze: x3 = 3, 2 = 4, 1 = —1. Rikame také, ze
o L T
soustava mé jediné fesent, kterym je vektor x = [—1, 4, 3]" .
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Piiklad 4. Regte linearni systém

xr, — 2mxs + x3 — x4y = 4
201 — 3x92 + 23 — 3wy = -1
31‘1 51’2 + 3IE3 — 4174 = 3
—r1 + ® — X3 + 2z4 = 5
uzitim Gauss-Jordanovy metody a vyberte alespon jedno Fegeni, pro které x; = —8.
Reseni: Matici soustavy musime tentokrat upravit na normovany schodovy tvar.
1, -2, 1, -1 4 1, -2, 1, -1 4| +2r
2, -3, 2, =3| -1 —2r; 0, 1, 0, =1 | -9
3, =5, 3 —4 3 —3r1 0, 1, 0, =1 | -9 —7g
| -1, 1, -1, 2 5 +r1 0, -1, 0, 1 9 +79
[1, 0, 1, -3 | —14
0, 1, 0, -1 -9
0, 0, 0, O 0
10, 0, 0, O 0

Redukce matice na normovanou schodovou matici je ukonéena. Vsimnéme si, ze u Gauss-Jordanovy
metody vytvarime nuly soubé&zné nad i pod vedoucimi prvky. Pfistoupime k uréeni feSeni systému.
Sloupce 3 a 4 neobsahuji vedouci prvky radka, a tudiz nezndmé x3 a x4 bereme jako nezavisle
proménné a muzeme za né zvolit jakékoli ¢islo. Polozime tedy x5 = r, 4 = s (r, s € R nazyvame
parametry) a dopo¢teme neznamé x; a zo. Dostaneme takto FeSeni

T —r+3s—14
To s—9
X = =
I3 :
T4 S

Systém ma nekonecné mnoho Feseni zdvislijch na dvou parametrech r a s. Zbyva jeSté najit to
feSeni, kde 1 = —8. Volime napfiklad r = —3 a s = 1, potom z; = —8, o = —8, 3 = —3,
Ty = 1.

V dalgim p¥ikladu si pfipomeneme soustavu rovnic, kterd nemé fegeni.

Priklad 5. Najdéte vSechna feSeni soustavy Ax = b, jestlize

1, -2, 1, -1 4
2, -3, 2, -3 !
A=l 3 5 3 —4|'PT| 4
-1, 1, -1, 2 5

3

Reseni: Matice soustavy je stejna jako v predesle
slusné fadkové operace.

tloze, a tak uz snad neni nutné uvadét pii-

1, -2, 1, -1 4 1, -2, 1, -1 4 1, 0, 1, —-3]| —14
2, -3, 2, -3| -1 0, 1, 0, —1| =9 0, 1, 0, =1 | -9
3, -5, 3, —4 417 lo 1,0 -1 -8]71o0 0 0 0 1

-1, 1, -1, 2 5 0, -1, 0, 1 9 0, 0, 0, O 0

Soustava nemd Feseni. Pfedposlednimu Fadku v upravené matici odpovidé totiz rovnice
O0xq 4+ 022 + 023 + 02y = 1,

jejiz leva strana se pro vSechna dosazeni za nezndmé rovna 0, zatimco prava strana je 1.
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Pomoci jediné rozsifené matice lze feit 1 vice linedrnich soustav, pokud maji stejnou matici.
V takovém pfipadé oznac¢ime spole¢nou matici obou soustav A, vektory pravych stran postupné
b1, by a obé& soustavy fesime pomoci roz§ifené matice [A | by, ba].

Piiklad 6. Urcete feSeni linearnich systémi

2x1 — 4dxo = -10 21 — 4dyo = -8
T — 32 + T4 = -4 0 - 3y2 + oy = =2
x1 - ®3 + 2my = 4 Y1 - y3 + 2y = 9

3r1 — 4x9 + 3x3 — zy, = -—11 3yi — 4dys + 3ys — ys = —1b.

Reseni: Systémy budeme tedy fesit uzitim jediné rozsifené matice.

[2, —4, 0, 0] —10, -8 -(3) I, -2, 0, 0 -5, -4
1, -3, 0, 1 -4, =2 1, -3, 0, 1 -4, =2 —ry
1, 0, -1, 2 4, 9 1, 0, -1, 2 4, 9 -7y
| 3, —4, 3, —1]| —11, -15 3, —4, 3, —-1| —-11, -15 —3ry
(1, -2, 0, 0| =5, —47] —2r 1, 0, 0, -2 | -7, -8
0, -1, 0, 1 1, 2 0, -1, 0, 1 1, 2
0, 2, —1, 2 9, 13 4279 0, 0, -1, 4 11, 17
| 0, 2, 3, -1 4, =3 | +2r 0, 0, 3, 1 6, 1 +3r3
[ 1, 0, 0, -2 | -7, =8 1, 0, 0, =2 -7, -8 +274
0, -1, 0, 1 1, 2 -(=1) 0, 1, 0, -1 -1, =2 41y
0, 0, -1, 4 11, 17 -(-1) 0o, 0, 1, —4 | —-11, -—-17 +4ry
| 0, 0, 0, 13 39, 52 | (%) 0, 0, 0, 1 3, 4
[ 17 Oa 07 0 _1, 0
0, 1, 0, O 2, 2
0, 0, 1, 0O 1, -1
1 0, 0, 0, 1 3, 4
Z upravené matice vidime, Ze feSeni jsou x1 = —1, 20 = 2, 23 =1, x4 = 3 ay; =0, yo = 2,

Ys = 717 Ya =4.

Poznamka. Systémy jsme vyfegili Gauss-Jordanovou metodou. Uprava matice na normovany
schodovy tvar je pracngjsi nez uprava na schodovy tvar (dopfednd redukce). Vypolet neznamych
je pak ale snadngjsi, nemusi se provadét od posledni rovnice (zpétnd substituce).

Nakonec pfidame jesté jedno pozorovani. Md-li soustava se ¢tvercovou matici prdvé jedno Te-
Sent, je matice soustavy Tddkové ekvivalentni s jednotkovou matici.

Cviéeni:

1. Dané soustavy feSte Gaussovou eliminaéni metodou:

2 + y — 3z = 0

a) 6z + 3y — 8 = 0
2 — y + 95z = —4
r1 + 41’2 — 2I3 = 4

b) 2%1 + 71’2 — Trs = —2
201 + 9z — Tz = 1;
I + 4.%2 - 2%5 = 0

c) 21 + Tz — zxz3 = 0
2c1 + 929 — Tzxz = 0.
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2. Najdéte v8echna feSeni soustav linedrnich rovnic uzitim Gauss-Jordanovy metody:

T — 223 + x4 = 6
a) 2r; — xy + a3 34 = 0
9I1 - 3172 - r3 — 7£E4 = 4;
r, — dry + r3 = 8
b) 3LE1 — 12172 + 51’3 = 26
2(B1 — 9552 — Irs = 14.
3. Reste linearni systémy se stejnou matici a rdznymi pravymi stranami:
T 31’2 - r3 = 3, 0, —10
2(L’1 - 51’2 + Trs = 8, 0, —11
r1 + 4dxs — 2x3 = =5, 0, 9.
4. Urcete matici X tak, aby vyhovovala maticovym rovnicim:
Ty
1, -3, 1 _ 2.
:;L)AX—B,A—{37 _s, 2},X— To ,B—{5},
r3
_ _ 1, X2 _ 2, 9 o 1, 0
wxa-tx=[2 2 )< 0]as[k 0]

5. Najdéte vektor b tak, aby soustava rovnic Ax = b méla feSeni:
].7 3, -1 I X1 b1
A= 17 —1, 2 , X = T y b= bQ
O7 47 -3 L T3 b3
6. Urcete v8echny hodnoty «, pro které plati AX = XA, je-li:
1, 0, 1] 3, 0, 0]
a)A=|0, 2, 0|, X=[0, 2, 0 [;
L ]-7 01 1 | L 07 0, « ]
(1, 0, 1] [2, 0, 0]
b)A=1]0 2 0|,X=]0 a 0
|1, 0, 1] | 0, 0, 2 ]
Vysledky:
[z -1
l.ayx=|y | = 2 |;
| 2 0
b) nema feSeni;
[y —10r
)x=| 2 | = 3r ,reR
L X3 r
[ -8
—23 — 5s
2. a)x= T , s €R;
I 2s
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3
byx=| -1
1
0 1
3. x=| — , x=101|,x=1]3
0 2
[ —1+2t
4. a) X=| -1+t |,teR;
I t
[ —4, 9
DX= 0
r+s
5. Soustava bude mit feSeni, jestlize —by; + by + b3 =0, tj. b = r i1, s € R
s

6. a) AX = XA, je-li a=3;
b) AX = XA, je-li a libovolné realné ¢islo.

1.4 Inverzni matice

Inverzni matici k ¢tvercové matici A nazyvame ¢tvercovou matici A~ stejného fadu, pro niz plati
AA™' = A~'A =1, kde I je jednotkova matice. Ctvercové matice, k niz existuje (neexistuje)
inverzni matice, se nazyva reguldrni (singuldrni).

Soustave rovnic Ax = b s requldrni matici A md prdvé jedno Feseni

x = A7 'b.

Matici elementdrni transformace (elementdrni matici) nazyvame matici, kterou dostaneme
z jednotkové matice provedenim jedné elementarni faddkové operace. Takovym zptisobem ziskdme
tii typy elementarnich matic:

o elementdrni permutacni matici P;;: (vyménou fadka r;, r;: I ~ Pyj);
o clementdrni matici M; (o): (vynasobenim fadku r; ¢islem o # 0: I ~ M, (a));

o matici Gaussovy transformace Gi; (a): (pfi¢tenim a-nasobku radku r; k radku r;:
I~ Gij (O[))

Kazkd rddkovd upravae matice A odpovidd vyndsobeni matice A zleva vhodnou matici elementdrni
transformace: Jinymi slovy, jestlize elementirni matice T vznikne z jednotkové matice realizaci
jisté radkové tpravy, pak matice TA se rovna matici, jez vznikne z matice A stejnou Ffadkovou
apravou.

Piiklad 1. V matici

aiy, a12
A = a21, @22
a3y, @32

proved'te prostfednictvim nasobeni vhodnou elementarni matici nasledujici fadkové tpravy:

e vyménu 2. a 3. fadku;
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e vynasobeni 1. faddku nenulovym &islem «;
e pii¢teni a-nasobku 1. fadku k 3. fadku.

Reseni: Prislusné elementarni matice dostaneme provedenim té&chto fadkovych operaci na jednot-
kovou matici fadu 3.

1, 0, 0 1, 0, 0O
eI=1|0 1, 0| 713 ~ | 0, 0, 1 | =Pos;
1 0, 0, 1] m 0, 1, 0
(1, 0, 0] () a, 0, 0
eI=1|0 1, 0 ~ 10, 1, 0| =M (a);
| 0, 0, 1 ] 0, 0, 1
(1, 0, 0] L, 0, 0
eI=1|0 1, 0 ~ 10, 1, 0| =Gi3(a)
1 0, 0, 1] +an a, 0, 1

Nyni vypocteme matice PosA, M; (o) A a Gz (o) A :

1, 0, 0 aii, Gi12 aii, ai2
e PysA= |0, 0, 1 a1, G2 | = | a3, az2 |;
0, 1, 0 asi, ase a1, a2
a, 0, 0 a1y, @12 Qaayy, Qa2
e M; (o) A 0, 1, 0 as, G2 | = | a2, a2 |;
0, 0, 1 asi, ase asy, Gz
1, 0, 0 aii, a2 a1, a2
e Giz(a)A=|0, 1, 0 a1, G2 | = asy, a22
a, 0, 1 azi, a3z aayy +azr, Qajz +asz

Piiklad 2. Napiste inverzni matice k maticim elementarnich transformaci Pos, My (o) a Gi3 (@)
z pfedchoziho piikladu.

Reseni: Matice elementarnich transformaci jsou regularni. Inverzni matici k dané elementarni
matici T obdrzime z jednotkové matice pomoci té fadkové operace, kterd matici T prevede zpét
na matici jednotkovou. Je tedy:

1, 0, 0O
e Py =10, 0, 1| =Py, PyPy3=1I
0, 1, 0
ia Oa 0
i 1\/‘[1_1 (Oé) = 07 1a 0 = Ml (a_l) P Ml (O(_l) Ml (CY) = M1 (Oé) M1 (a_l) = I,
0, 0, 1
1, 0, 0
i G1_31 (O/) = 07 ]-7 0 = G13 (—OK) s G13 (—a) G13 (O() = G13 (Oz) G13 (—a) =1.
—a, 0, 1

b

Inverzni matice k elementdrnim maticim jsou opét elementdrni matice. Kontrolu spravnosti vypo-
¢tu necht si ¢tenaf provede sam.
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Priklad 3. Najdéte inverzni matici k matici

2, 1, 4
A = |3 2 5/,
0, —1, 1

a vyjadiete pak matici A ve tvaru soucinu elementirnich matic.

Reseni: Inverzni matici pocitame podle néasledujiciho schématu:
1. NapiSeme si rozsifenou matici [A | I].

2. Uzitim Gauss-Jordanovy metody redukujeme [A |I] na [I| C]. Je-li redukce Gspésna, je
A~! = C. V opaéném piipadé matice A~! neexistuje.

2, 1, 4| 1, 0, 0 2, 1, 4 1, 0, 0] —2r
3, 2, 5] 0 1, 0| =3 ~ |0, 3 -1| =3 1,0 ~
0, =1, 1|0, 0, 1 0, —1, 1 0, 0, 1| 42r

(3 1, 0, 3 2, =1, 0] —3r;
2 ~|o0 1, =2 =3, 2, 0| 42r3~

17 Oa O _7, 5, 3
0, 1, 0 3, —2, -2
10, 0, 1 3, —2, -1

Matice A je regularni, hledana inverzni matice

-7, 5, 3
Al = 3, —2, -2
3, -2, -1

Nyni méme matici A napsat jako soudin elementarnich matic. Radkovym operacim, které
transformuji matici A na jednotkovou matici odpovida osm elementarnich matic:

[ 1, 0, 0 1, =2, 0 1, 0, 0 1,0, 0
Ty=| -2, 1, 0|, To=|0, 1, 0|, Ts5=]0, 1, 0|, T4=| 0, 1, 0 [,

| 0, 0, 1 0, 0, 1 0, 2, 1 0, 0, 1

(1, 0, 0 1, 0, 0 1, 0, -3 1, 0, 0
Ts=|0, 2, 0|, T¢=]0 1, 0|, T7;=1]0 1, 0|,Tg=]0, 1, 2

| 0, 0, 1 0, 0, —1 0, 0, 1 0, 0, 1

Transformaci matice A na jednotkovou matici, jak uz bylo fefeno, muzeme realizovat pomoci
nasobeni elementarnimi maticemi. Plati:

Ts - ToTiA = 1,
odtud
A = T{'TytTgh (1.5)

Matice Tfl, ceey Tgl uréime postupem uvedenym v pikladu 2 této podkapitoly.

1, 0, 0 1, 2, 0 1, 0, 0 2, 0, 0
T;'=1]2% 1, o|,Ty;'=|0 1, 0|, T3'=]0, 1, 0|, T;'=|0, 1, 0],
0, 0, 1 0, 0, 1 0, -2, 1 0, 0, 1



KAPITOLA 1. MATICE A RESENI SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC 15

1, 0, 0 1, 0, 0 1, 0, 3 1, 0, 0
T:'=1]0 % 0], Tg'=|0 1, 0|, T7'=]0 1, 0|, Tg'=|0, 1, -2
0, 0, 1 0, 0, —1 0, 0, 1 0, 0, 1

) ) )

Ted uZ jenom zbyva dosadit do vzorce (1.5).

Pokud bychom chtéli ov&fit, Ze matice A se skuteénd rovna soucinu T 'T5 ' - -- Tg !, nemusime
viechny tyto matice nasobit. Uvedeme-li ve vzorci (1.5) jednotkovou matici, tj. A = T - Tg 'L,
pak je zfejmé, ze matici A mizeme také ziskat z jednotkové matice pomoci faddkovych tprav, které
odpovidaji po fadé maticim Tgl, ey Tfl :

1, 0, 0] +3r3 1, 0, 3 (2) 2, 0, 6
I=|0 1, 0| —2r3 ~| 0, 1, —2 (3) ~10 1% -1 ~
0, 0, 1 0, 0, 1 (—1) 0, 0, =1 | —2r
2, 0, 6] +2r 2, 1, 4 2, 1, 4
0, 1, -1 ~ 10, 4, 1] 43 ~ |3 2 5|=A
0, —1, 1 0, —1 1 0, —1, 1

) )

Poznamka. Vyjadieni regularni matice ve tvaru sou¢inu elementarnich matic nemusi byt jed-
noznacné. Redukci matice A na jednotkovou matici v pfedeslé dloze jsme mohli také zahajit
vyndsobenim pruniho Fidku % a potom proni Fddek vyndsobeny —3 pricist k druhému Fddku.

Priklad 4. Pomoci inverzni matice reSte soustavu rovnic

3. + y — z = 2
dc + 2y — z = 3
-2z — y + z = 4

Regend: Je-li matice soustavy A regularni, miizeme fefeni soustavy vyjadiit ve tvaru x = A~ 'b.

3, 1, -1} 1, 0, 0O 3, 1, -1} 1, 0, O
[A|T] = 4, 2, =110, 1, 0O -(3) ~ 12, 6, =31 0, 3, 0 —4ry ~
-2, -1, 110 0, 1 -(3) -6, —3, 310, 0, 3 +2r;
(3, 1, -1 1, 0, 0 (3, 1, -1 1, 0, 0] +re
0, 2, 1] -4, 3, 0 rg ~ | 0, —1, 1 2, 0, 3 ~
L 0, —1, 1 2, 0, 3 ) | 0, 2, 1| -4, 3, 0 +2ry
(3, 0 0] 3 0, 3 (3) (1, 0, 0 1, 0, 1]
0, -1, 1| 2, 0, 3 (-<-1) ~{o0 1, —-1| -2, 0, -3 +ry ~
| 0, 0, 310, 3, 6 (%) | 0, O, 0, 1, 2 |
(1, 0, 0 1, 0, 1
0, 1, 0| =2, 1, -1 | = [I \ A‘l} .
1 0, 0, 1 0, 1, 2
Inverzni matice existuje, takze soustava
3, 1, -1 x 2 T 1, 0, 1 2 6
4, 2, —1 y | =| 3 | mateSeni | vy | =| =2, 1, -1 3 =] -5
-2, -1, 1 z 4 z 0, 1 2 4 11

Priklad 5. Najdéte ¢islo A tak, aby matice

, 4 2
B = |1, )\ 3
1, 1, 2
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byla regulérni.

16

Reseni: Pokusime se o transformaci matice B na jednotkovou matici. P¥islugné fadkové operace

uz nebudu uvadét.

2, 4, 2 1, 2 1 1,
L, A 30~]0 x=2 2|~]o0,
1, 1, 2 0, -1, 1 0,

)

1
1
A

Z posledni upravené matice je vidét, Ze transformace je mozn4, je-li A # 0. Matice B bude regularni

pro kazdé nenulové &islo A.

Priklad 6. Ukazte, Ze matice

je regularni pravé tehdy, kdyz ad — be # 0.

Reseni:

e Necht matice A je regularni. Pak alespoii jedno z isel a nebo ¢ je rtizné od nuly. Bez tjmy
na obecnosti predpokladejme, Zze a # 0. Piistupme k redukci A na I:

1 b
0, d—%

a

L,
¢,

Q|

oo ]

<[

redukce musi byt tspésna, a tudiz ad — bc # 0.

b

)

b

ad—bc
a

—e o

e Necht naopak ad — bc # 0. Pak opét ¢isla a, ¢ nemohou byt sou¢asné nulova. To oviem zna-
mena, ze matici A mtzeme spé&sné redukovat na matici jednotkovou, a tedy A je regularni.

Priklad 7. Dokazte, Ze plati toto tvrzeni: Necht A a C jsou &tvercové matice fadu n. Potom

AC =T pravé tehdy, kdyz CA =1.

Resend:

e Je-li AC =1, pak soustava rovnic Ax = b mé feeni pro libovolny vektor pravych stran b.

Timto FeSenim je vektor x = Cb : A (Cb) = (AC) b = Ib = b. Ozna¢me T4, .

.., Tk matice

elementarnich transformaci, které redukuji matici A na matici H, kde H je v normovaném
schodovém tvaru, tj. Ty --- T1A = H. Ukazeme, Ze H je jednotkova matice. Kdyby tomu
tak nebylo, musela by mit matice H posledni fadek nulovy, a tudiz soustava Hx = e,,
kde e, = [0,...,0, 1]T, by neméla feSeni. Pak by ale neméla feSeni také ptivodni soustava
Ax = Tfl . -~T,:1en7 coz je spor s tim, co jsme v tvodu ukazali. Existuje tedy matice
D =Ty - - T, takové, 7e DA = 1. Jenze D = DI = D (AC) = (DA) C = IC = C, takze

CA =1

e Je-li naopak CA = I, pak postupujeme jako v prvni ¢asti s tim, Ze zaménime tlohy matic

A aC.

Cviéeni:

1. Vypoctéte inverzni matice k t€mto maticim:

1, -2, 3 1, 0,
A=1]2 -1, 1|; B=|o0, 1,
4, =5, 7 0, 0,

-1

-2
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2. Soustavu linedrnich rovnic FeSte uzitim inverzni matice:

r1 + 3x9s — 223 = 1

a) 201 + bxy — 33 = 2

73%1 + 21’2 - 4.’L‘3 = 71,

X1 + 3$2 + 4I3 =
b) —2£C1 — 51’2 — 3(L‘3 = 6
1 + 4z + 923 = -8.
3. Matici

1, 0, 0
L = |1 2 0
1, 2, 3

napiSte ve tvaru soudinu elementarnich matic.
4. Dokazte, ze pro kazdou regularni matici A a libovolné ¢islo o # 0 plati

(@A) = o TATL

5. UrCete vSechna ¢isla 0, pro které je matice

3, 5, -1

C = 1, 6, 2
-1 1 i

3 3

regularni.
6. Najdéte nekolik piikladi regularnich matic 2. stupné takovych, ze A = AL,

7. Rozhodnéte, které z nasledujicich tvrzeni je pravdivé (P) nebo nepravdivé (N). O maticich
predpokladame, ze maji vhodny rozmeér.
a) Je-li AC = BC a C je regularni, pak A = B;
b) Je-li AB = O a B je regularni, pak A = O;
¢) Kazda regularni matice je soudinem elementarnich matic;
d) Jsou-li matice A, B regularni, pak (AB) ™' = A~!B~!;
e) Je-li AB = C a dvé z téchto matic jsou regularni, pak i tieti matice je regularni;
f) Je-li AB = C a dvé z t&chto matic jsou singularni, pak i tfeti matice je singularni;
g) Je-li matice A regularni, pak (A7) = (A"))" a (A1) = A;
h) Pro kazdou elementarni permuta¢ni matici P;; plati: P;jl = P;";

Vysledky:

1. A~! neexistuje; B™1 =B; C! =

-1, -1, 3, 6
2, 1, -6, —10
) 14, -8, -1 1 —1
2. a)x=| 2 | =| 17, 10, 1 2 =] 2
5 ~19, 11, 1 -1 2

b) matice soustavy je singularni, soustavu nelze Tesit uZitim inverzni matice.

3. L = G12 (1) G13 (1) G23 (]-) M2 (2) M3 (3) =

1, 0, 0 1, 0, 0 1, 0, 0 1, 0, 0 1, 0, 0
=11, 1, 0 0, 1, 0 0, 1, 0 0, 2, 0 0, 1, 0
0, 0, 1 1, 0, 1 0, 1, 1 0, 0, 1 0, 0, 3
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4. Néavod: drzte se definice inverzni matice.

5. Matice je regularni pro libovolné ¢islo 6.

o 10, 1 1, 1 -6, -7 1, 0
6. Napmklad.[17 O]’{O, _1},{ 5, 6]’{50, _1},...

Napovéda: urcete inverzni matici k matici

A — {&11, 012];

az1, G22

—a2i, a11

(A_l = { foe T } ; d=aiaz — az1a1z # 0) :
7.a)P; b)P; ¢)P; d)N; e) P; f) N; g) P; h) P.

1.5 Trojahelnikovy rozklad

Ctvercovou matici

Ui, U112, ..., Uln
07 Uz2, ..., U2p

U = ,
0, 0, ..., Unpp

jez ma pod hlavni diagonélou samé nuly, nazyvame horni trojihelnikovou matici. Ctvercovou
matici

l11, 07 ey 0
1217 1227 R 0

L = :
lnla ln2a L) lnn

jez ma nad hlavni diagonélou samé nuly, nazveme dolni trojithelnikovou matici. Matice P, kterou
muzeme ziskat z jednotkové matice I postupnou vymeénou fadki, se nazyva permutacni matice.

Libovolnd permutacni matice P se dd napsat jako soucin elementdrnich permutacnich matic,
pricemZ plati

P! = pPT. (1.6)

Kazdd vyména sloupci v matici A odpovidd vyndsobeni matice A zprava vhodnou elementdrni
permutacéni matici: Je-li tedy B = AP;;, pak B je matice, jeZ vznikne z matice A vyménou i-tého
a j-tého sloupce.

Kazdou cétvercovou reguldrni matici A miZeme vyjddrit ve tvaru

A = LUP, (1.7)

kde L je dolnt trojihelnikovd matice, U je horni trojuhelnikovd matice a P je permutacni matice.
Vyjadieni matice A ve tvaru (1.7) se nazyva LU rozklad matice A. Ptislusné matice L, U a P
najdeme nasledujicim zpusobem:

1. Sestavime rozsifenou matici [A | I] a jesté jednou matici I.
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2. Pomoci fadkovych operaci redukujeme [A | I] na {U | i} , kde L =L~'. Potadi rddku ne-
zaménujeme a vidy pricitdme ndsobek Fddku s nizsim indexem k tddku s vy$sim indevem!
Neni-li pti redukci zapotiebi vyménovat sloupce, je P = I. Je-li pfi redukci A na U nutna
i vymeéna sloupci, pouzijeme stejnych vymén sloupcii k transformaci matice I na permutacni
matici P. V tomto piipadé P = P7.

3. Nakonec vypo¢teme zndmym zpusobem matici L = L.

Reseni soustavy rovnic Ax = b s regularni matici A pomoci LU rozkladu pak spociva v tom, ze
soustavu pfepiSeme do tvaru
L(U(Px)) = b

a polozime Px =y, Uy = z. ReSeni soustavy se tak rozpadne na feSeni tii soustav

Lz=b, Uy=z Px=y. (1.8)

Poznamka 1. LU rozklad neni jednoznaény. Zalezi na tom, jak volime diagonalni prvky matice LL :

072 9
1[0 -3

[2, 9]_
1, 4 2 9

N
—
M\»—AJ—A

1, 0
N
20 2 0, -1
Priklad 1. Uzitim LU rozkladu feste soustavu
21 + To — 3xz = —2
61‘1 + 312 — 81’3 = -5
21’1 — o + 51’3 = 8.

Reseni: Oznadime A matici soustavy a pFistoupime k vypoctu matic L, U, P.

e Uprava [A | I] na [U | i] :

2, 1, -3| 1, 0, 0 9, 1, 3| 1, 0, 0
Al=|6 3 -8|0 1, 0| 3, ~|0 0, 1| -3 1, 0|~
9, -1, 5|0, 0, 1| —r 0, -2, 1, 0, 1
S3 S2
2, =3, 1| 1, 0, 0 9, -3, 1] 1, 0, 0 -
0, 1, 0] -3 1, 0 ~lo 1, o] -3 1, 0 :[U|L}.
0, 8 2| -1, 0, 1| —8r 0, 0, —2| 23 -8 1

e Vypocet permutacni matice P:

1, 0, 0O 1, 0, 0O 1, 0, 0O _
I=]0, 1, 0| ~|[0, O, 1 |=P, PT = 0, 0, 1 | =P
0, 0, 1 0, 1, 0 0, 1, 0

S3  S2

e Vypocet matice L :

R 1, 0 0|1 0, 0 1, 0, 0 1, 0, 0
[L\I]: 3, 1, 0|0, 1, 0| 434 ~|o0 1, 0 3.1, 0 ~
923, -8, 1|0, 0, 1| —23r 0, =8, 1| =23, 0, 1| +8r
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1, 0, 0] 1, 0, 0
0, 1, 0| 3 1, 0| =[I|L].
0, 0,0 1|1, 8 1

Nakonec pristoupime k feSeni rovnic (1.8):

1, 0, 0| -2 71 =—2 2, =3, 1] =2 y1 =1
Lz=b: | 3, 1, 0| -5 zo=1 , Uy=2z:| 0, 1, 0 1 yo=1
1, 8§, 1 8 23 =2 0, 0, -2 2 ys = —1

_ 1, 0, 0 1 ;=1
Px=y: | 0 1 r3 =1 | TeSeni soustavy jex; =1, 20 = -1 ax3 = 1.
, 1, 0] —1 To = —1

=
—

Poznamka 2. Ptipadnou vymeénu sloupct pii upravé [A | I] na [U | f‘} provadime jen v matici
A nebo upravené matici A. K dpravé stacila pouze jedind vymeéna sloupcii, a tudiZ pifslusna
permutacni matice P je elementdrni permutac¢ni matici. Pokud LU rozklad mé poslouzit pouze
k feSeni soustavy, nemusime vy¢islit matici L explicitng. Vzhledem k tomu, Ze L =L~! miZeme
vyjadfit feseni prvni soustavy (1.8) ve tvaru z = Lb :

1, 0, 0 -2 -2
-3, 1, 0 5| = 1
23, -8, 1 8 2

Priklad 2. Najdéte trojuhelnikovy (LU) rozklad matice

0, -1, 1, 0
-1, 4, —4, 3
A= 1, -2, 0, 3
5, =8, 4, 0
Regent:
e Redukce [A | I] na {U | Ij} :
_ A I S -
0, -1, , 0| 1, 0, 0, O 1, -1, 0, 0] 1, 0, 0, 0O
-1, 4, —4, 3| 0, 1, 0, O N —4, 4, -1, 3| 0, 1, 0, O +4rq N
1, -2 0, 3|10 0, 1, 0 0, -2, 1, 3,0, 0, 1, O
5, =8, 4, 0] 0, 0, 0, 1 4, =8, 5 0 0, 0, 0, 1 —4rqy
- S3 S1 - - N
1, -1, 0, 0 1, 0, 0, 0] [ 1, 0, -1, 0 1, 0, 0, 0]
0, 0, -1, 3 4, 1, 0, 0 N 0, —1, 0, 3 4, 1, 0, 0 N
0, -2, 1, 3 0, 0, 1, 0O 0, 1, -2, 3 0, 0, 1, 0O +79
0, —4, 5 0| —4, 0, 0, 1 0, 5 —4, 0| —4, 0, 0, 1 +579
- S3 S92 - - ~_
_ U L
1, 0, -1, O 1, 0, 0, O 1, 0, -1, 0| 1, 0, 0, 0
0, -1, 0, 3 4, 1, 0, 0 N 0, -1, 0, 31| 4, 1, 0, 0
0, 0, =2, 6 4, 1, 1, 0 0, 0, =2, 6| 4, 1, 1, 0
| 0, 0, —4, 15| 16, 5, 0, 1 —2r3 0, 0, 0, 3] 8, 3, -2 1
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e Odvozeni permuta¢ni matice P :

1, 0, 0, 0 0, 0, 1, 0 0, 1, 0, 0
|0 Lo 0] fo 10 0 1o 0 1 0| _p
1o 0 1, 0 1, 0, 0, 0 1, 0, 0, 0|5
0, 0, 0, 1 0, 0, 0, 1 0, 0, 0, 1
S3 S1 S3  S2
0, 0, 1, 0
1, 0, 0, O =
T ) ) ) _
Pt = 0, 1, 0, O =P
0, 0, 0, 1
e Vy¢isleni matice L :
i L I
1, 0, 0 0] 1, 0, 0, 0 1, 0, 0 0] 1, 0, 0, 0
4, 1, 0, 0 0, 1, 0, O —4rqy 0, 1, 0, 0 -4, 1, 0, 0 N
4,1, 1, 0| 0, 0, 1, 0| —dr 0, 1, 1, 0| —4, 0, 1, 0| —r
18, 3, -2, 1|0, 0,0, 1| —8n 0, 3, -2, 1| -8 0, 0, 1| —3r
) I L
1, 0, 0 0] 1, 0, 0, 0 1, 0,0, 0| 1, 0,0 0
0, 1, 0, 0| -4, 1, 0, 0 o0 0 -4 1,0 0
0, 00 1, 0| 0, -1, 1, 0 0, 00 1, 0| 0, -1, 1, 0
_0, 0, -2, 1 4, -3, 0, 1 +2r3 0, 0, 0, 1 4, =5, 2, 1
Vypoé&tené matice L, U a P mazeme jesté pro kontrolu dosadit do vzorce (1.7). Plati:
0, -1, 1, 0 1, 0, 0, 0 1, 0, -1, 0 0, 1, 0, 0
~1, 4, -4, 3| | -4 1,0 0 0, -1, 0, 3 0, 0, 1, 0
1, -2, o0, 3| = 0, -1, 1, 0 0, 0, -2, 6 1, 0, 0, 0
5 -8, 4, 0 4, -5, 2, 1 0, 0, 0, 3 0, 0, 0, 1

Pozorovani. Prvky matice L se az na znaménko shoduji s multiplikitory fadkovych operaci
redukujicich matici A na matici U. Pfesnéji feceno, jestlize jsme pii redukci A na U pficetli
k fadku r; a-nasobek radku r;, je odpovidajici prvek l;; matice L roven —a. MtZeme tedy sou-
bézné s tpravou matice A na matici U generovat matici L : Vyjdeme z jednotkové matice 1 stejného
stupné. Je-li béhem ipravy A na U k j-tému Fidku pFicten a-ndsobek i-tého Tddku, nahradime
nulu na misté (4,3) upravované jednotkové matice ¢islem —ca. UkdZeme si to na p¥ikladu matice
A z pFedeglé tlohy. Misto matice A budeme ale redukovat hned matici AP = A, abychom se uZ
nemuseli zabyvat vyménami sloupci.

0, -1, 1, 0 0, 1, 0, O 1, 0, -1, O
—1, 4, -4, 3 0, 0, 1, 0| | —4, -1, 4, 3 | =%
AP = 1, =2, 0, 3 1, 0, 0, 0| 0, 1, -2, 3| A.
5, =8, 4, 0 0, 0, 0, 1 4, 5 =8, 0
Redukce matice A Generovani matice L
1, 0, -1, 0, 1, 0, 0, O
—4, —]., 4, 3, o + 4’1"1 0, ]., 0, 0 —4 — 121
0, 1, -2, 3, 0, 0, 1, 0
4, 5, —8, T4 — 4T1 07 0, O7 1 4 — l41
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1a 07 _]-7 0 17 0, 0, 0

0, -1, 0, 3 4, 1, 0, 0

0) 17 _27 3 T3 + 1T2 O, O, 1, 0 -1 — Z32
0, , —4, 0 T4 + 072 4, 0, 0, 1 —5 — lyo
1, 0, -1, 0 1, 0, 0, 0]

0, -1, 0, 3 N 4, 1, 0, 0

0, 0, -2, 6 0, -1, 1, 0
_O7 O, —4, 15 7"4—27‘3 L 4, —5, 07 1 2—>l43
(1, 0, -1, 0 1, 0, 0, 0]

0, -1, 0, 3| _ -4, 1,0, 0

0. 0 -2 6| Y L=1"09 _1 1. o
0, 0, 0, 3 4, =5, 2, 1|

Poznamka 3. Neni obtizné zduvodnit, Ze timto zpasobem vZdy dostaneme dolni trojihelniko-
vou matici L. Necht Tq,..., Ty jsou elementarni matice, které odpovidaji fadkovym operacim

transformujicim matici A, resp. A = AP na matici U. Plati
Ty,Typ—,---T1AP = TU. (1.9)

Vzhledem k tomu, Ze matice A ma b&hem tpravy (nenulové) vedouci prvky pokazdé tam, kde
je potiebujeme, jsou v8echny matice Ty,..., Ty dolni trojihelnikové matice Gy; (—d;;l/dﬁfl)
(i=1,...,n—1; j =i+1,...,n), a tudiz i matice inverzni Tfl, cee T,;l jsou dolni trojuhelnikové
matice Gi; (al;'/aj; '), jejichZ soudinem je dolnf trojihelnikova matice L. Ze vztahu (1.9) totiz
méme

-1 -1 m—1
AP = T;'---T;},T;'U,
L
takze
-1 -1 m—1

L = T; - T4, T, 'L (1.10)
Podle (1.10) ziskdme tedy matici L z jednotkové matice I uZitim fadkovych operaci, které od-
povidaji postupné maticim T, ', T, ',,..., Ty ' Necht Ty = G,,_1, (@) je matice posledni ele-
mentarni transformace (a-nasobek fadku r,_; pficteme k fadku 7,,) p¥i redukci matice A na
matici U. Odtud matice T,;lI = Gj_1n (—a) vznikne z jednotkové matice I zdménou nuly

v pozici (n,n —1) ¢islem —a. Podobné, je-li Ty_1 = G, —2, (0), pak soucinem T,:_llTlgl je matice
G—2n (—8) Gp_1n (—a) , které se rovna matici, jez vznikne z G,,_1,, (—a) pfi¢tenim (—f)-nasobku
fadku r,_o k fadku r,. Jezto matice G,_1, (—a) ma na misté (n — 2,n — 2) prvek 1, zatimco
ostatni prvky fadku jsou nulové, bude mit matice G, _2, (—03) Gp—1, (—@) na misté (n,n — 2)
¢islo —f. Dale je pak obsazena pozice (n — 1,n — 2). Vypo¢teme-li soucin T;_12 (T;_lngl) , kde
T,;_12 = Gp_2,-1(—7), objevi se ve vysledné matici na misté (n—1,n—2) ¢islo —v, atd. Takovym
zpusobem jsou generovany prvky matice L, aniz by se pozménily prvky jiz vygenerované. To zna-
mend, ze matici L mizeme skuteéné vytvaret z jednotkové matice I spolu s ipravou matice A na
matici U tim, Ze v ni obsazujeme piislusné mista pod hlavni diagonalou multiplikatory fadkovych
operaci s opaénym znaménkem.

Cvideni:

1. Urcete permutacni matici P tak, aby AP = B, jestlize
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2. Najdéte permutacni matici P, matice L a U tak, aby AP = LU, je-li

2, —17.
a)A_[(a, 5]’
(4, 6, 1
b)A=|2 3 1
11,01

1, 2, -1 -3
A A=13 7 2|,b=]| 1/;
4, -2, 1 —2
o1, 1, -1, -2 8
2, 2, -1, 1 R
bYA= "9 1 Ly 0P= g |
L4, 2, 1 5
1, -4, 1, -2 -9
0, 2, -1, 1 B 6
DA=|o 7 5 1P 4
0, 3, 0, —4 —16

4. Matici L z prikladu 2 této podkapitoly napiste jako soucin elementarnich matic.

5. Reste soustavu A2x = b, pro

2, -1, 0 -2
A= 4, -1, 2 |,b= 14
—6, 2, 0 12
6. Reste soustavu A3x = b, je-li
-1, 0, 1 27
A= 3, 1, 0|,b= 29
-2, 0, 4 122

23

7. Budiz L (U) dolni (horni) trojuhelnikova matice. Oznacte, které z nasledujicich tvrzeni je

pravdivé (P) nebo nepravdivé (N):
a) Kazdou &tvercovou matici A 1ze rozloZzit na soudin LU;
Kazdou regularni matici A muzeme rozlozit na souc¢in LU;

b)

¢) KaZzdou regularni matici A lze vyjadrit jako soudin LUP, kde P je permutacéni matice;

d) Linearni systém LUx = b Fesime nejprve dopiednou substituci a pak zpétnou substituci;

e) K vypoc¢tu LU rozkladu je zapotiebi asi % poctu nasobeni nez k vypoctu inverzni matice;
)

f) Existuje pouze jediny rozklad dané regulédrni matice A na souéin LUP.

Vysledky:

=
=
—_

.P=|1, o0,
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© O~

|

— NS

R <+ oS

L 1
— |
(. -
NS -

o O~

A [a\Te]
y g

oo o~
S S i

O — ~Hlcm|

— o NS

Gig (—4) Gy (4) Gog (—1) Goy (—5) Gsy (2) =

4. L

S oo~

oSS - o

oo o~
S S =
S =SS

e E=N=N=}

¥ox

b feSte uzitim LU rozkladu.

Ax a soustavu Ay =

-2, 0, I]T; néavod: poloZte y

X =

5.

6. x=[-1,22".

7.a)N; b)N; ¢)P; d)P; e) P; ) N.



Kapitola 2

Vektorové prostory

Mnozina V prvkl u, v, w,... se nazyva vektorovy prostor, mé-li nasledujici vlastnosti:

e Jsou-li u, v € V libovolné prvky a je-li a libovolné &slo (redlné nebo komplexni), pak také
soucet u+ v a skaldrni ndsobek au patii do V,

e v mnoziné V existuje prvek o a ke kazdému prvku u € V existuje prvek —u € V,
pfi¢emz pro vSechna u, v, w € V a &isla a, § € R(C) plati nasledujici podminky:

V1 (u+v)+w=u+(v+w);
V2 u+v=v+uy

V3 u+o=u

V4 u+(—u)=o;

V5 a(u+v)=au+ av;

V6 (a+ 6)u=au+ fu;

V7 a(fu) = (af)u;

V8 lu=u.

Prvky mnoziny V nazyvame vektory. Redlna, resp. komplexni ¢isla nazyvame skaldry. Je-li mno-
Zinou skalard mnozina realnych (komplexnich) ¢isel, mluvime o redlném (komplexnim) vektorovém
prostoru. Vektor o se nazyva nulovy vektor a vektor —u opacnyj vektor k vektoru u.

Neprazdnou podmnozinu W vektorového prostoru nazveme podprostorem prostoru V, jestlize
je sama vektorovym prostorem vzhledem k operacim séitani vektort a nasobeni vektoru skaldrem
definovanymi na V.

Piiklad 1. Reélné aritmetické vektory zavedené v podkapitole 1.1 s operacemi séitani vektora
a nasobeni vektoru skalarem po slozkiach tvoii vektorovy prostor, ktery se nazyva aritmeticky
vektorovy prostor.

Piiklad 2. Bud V = R? mnoZina viech uspofddanych dvojic realnych &isel. Definujme séitdni
uspofddanych dvojic a nésobeni uspofddané dvojice skalarem nasledovné:

o [2,y] D [r,s]| = [r+72y+s];
o afzr,y] = [azx,ay].

Je mnozina V pro takto definované s¢itani a nasobeni skaldrem vektorovy prostor?

25
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Reseni: Ovérime platnost axiomd V1 - V8 vektorového prostoru. Polozme u = [x,y], v = [r,s]
aw = [a,b]. Zatneme axiomem V1. M4 platit

(udpv)dw = ud(vow).

(uov)ew=z,y]®[rs]) ®[a,b =[x +r2y+s]Dla,b] =[x +r+a,dy+2s+D].
u®d (vow)=[z,y®(rs]|®a,b]) =[z,y ®r+a,2s+b=x+r+a2y+2s+9].

Axiom V1 neplati,
(uev)dw#ud (vow),

”
3

mnoZina V neni vektorovy prostor. Operaci s¢itdni usporddanych dvojic jsme oznadili 7 @
abychom ji odlisili od séitani po slozkach.

Priklad 3. Ukazte, Ze neprazdnd podmnozina W vektorového prostoru V je podprostorem pro-
storu V), pravé kdyz spliiuje nasledujici podminky:

(1) Jestlize u, ve W, pak u+v € W.
(2) Jestlize « € R au e W, pak au € W.

Reseni: Je-li W vektorovy podprostor, tak podminky (1) a (2) jsou samoziejmeé splnény. Necht
W vyhovuje podminkadm (1) a (2). Polozime-li & = —1, pak vzhledem k (2) —lu = —u e W
a podle (1) u+ (—u) = o € W, takze opafny vektor i nulovy vektor patii do W. Ostatni axiomy
vektorového prostoru vzhledem k tomu, ze W C V, musi v mnoziné W platit pochopitelné také.

Piiklad 4. Bud F vektorovy prostor viech realnych funkci redlné proménné x spolu s operacemi
o scitani: pro kazdé f, g € F a libovolné x € R klademe (f + g) (z) = f (x) + g (z);
o skaldrni ndsobeni: pro kazdé f € F, o € R a libovolné = € R klademe (af) (z) = af (x).

Ukazte, Ze mnoZina
Fo={feF: f(0)=0}

je podprostorem prostoru F.

Reseni: Jak jsme ukazali v predeglé uloze, stadi ovérit, ze mnozina Fy C F je uzaviena vzhledem
ke s¢itani vektori a nasobeni vektoru skalarem, tj.

frgeFo = f+geFo,
aeRAfeFy = afek.

Necht tedy f, g € Fo a a € R. Potom

(f+9)(0) = f(0)+g(0) = 0,
(af)(0) = af(0) =0,

takze f 4+ g € Fo a af € Fy. Mnozina Fy je vektorovy podprostor.

Priklad 5. DokaZte, Ze linearni obal mnoziny S = {vq,va,...,vg} vektord prostoru V tvoii
vektorovy podprostor prostoru V.

Re3eni: Linearni obal mnoziny S (oznacujeme (S)) je mnozina vech vektori, které se daji vyjadiit
ve tvaru

u = vy +agvo+ -4 Qpvg; ag,...,a € R,
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Necht tedy u, v € (S), a € R. Ziejmé v = 31vy + fava + -+ - + B vy, odtud

utv = (a+f)vit- A (ar+G) Vi €(S),
au = (aa)vy+--+ (aag) vi € (S).

Linearni obal (S) je uzavien vzhledem ke s¢itani vektori a nasobeni vektoru skaldrem, a tudiz
tvoii vektorovy podprostor v prostoru V.

Poznamka. Linearni obal mnoziny S = {vy,..., vy} je v literatuf'e ¢asto oznacovan jako vekto-
rovy prostor generovang vektory vi,..., vy a pise se (S) = (vy1,...,Vg).

Pozorovani. Snadno ovéfime, 7e S C (S) : Pro kazdy vektor v; € S; 4 € {1,...,k}, totiz plati

Vi =1Vy Vit 0V,

ajzl T j:l o PR _
kdeklademe{ o —0 }"]eh{j#i }, j=1,..., k To znamen4, ze v; € (S).

J

Cvideni:

1.

Bud V = R? mnoZina viech uspofadanych dvojic redlnych &isel. Definujme s¢itani uspoié-
danych dvojic a nasobeni usporadané dvojice skalarem:

[z,y] +[r,s] = [x+7y+s];
a®z,y] = [0,0].

Tvoii mnozina R? spolu s témito operacemi vektorovy prostor?

2. UkaZte, Ze mnoZina My (R) viech redlnych &tvercovych matic fadu 2 je vektorovy prostor
vzhledem ke s¢itdni matic a nasobeni matice skalarem ve smyslu podkapitoly 1.2.

3. Necht je dan vektorovy prostor R? s operacemi sé&itani vektorti a nasobeni vektoru skala-
rem po slozkach. Bud W = {[z,y] € R? : =y} . Je mnoZina W podprostorem vektorového
prostoru R??

4. Budiz dén vektorovy prostor R? jako v minulé tloze. Necht U = {[z,y] € R*: y =a + 1}.
Tvoii mnoZina U podprostor v R2?

5. Budiz dana soustava homogennich rovnic Ax = o, kde A = [a;1],,,,, - Je mnozina vSech
feSeni homogenni soustavy podprostorem vektorového prostoru R™?

6. Dokazte, 7e mnozina JF; viech realnych funkei f takovych, 7e f (0) = 1, neni podprostorem
vektorového prostoru F v8ech realnych funkei.

Vysledky:

1. Ne. Neplati axiom V8.

2. Mnozina M5 (R) je uzaviena vzhledem k operacim sé¢itani a skalarni nasobeni, které vyhovuji
axiomum V1 - V8 (viz vlastnosti maticovych operaci v podkapitole 1.2).

3. Ano.

4. Ne.

5. Ano.

6. Pri fegeni uloh 3 - 6 postupujte ve shodé s prikladem 3 této podkapitoly.
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2.1 Linearni kombinace, zavislost a nezavislost vekrori. Baze
vektorového prostoru, souiradnice vektoru, dimenze.

Rikame, ze vektor v je linedrni kombinact vektort vy, ..., v, existuji-li takové skalary aq, ..., ag,
Ze

vV = oVy+---+apvg.
Mnozina vektorit S = {v1,..., vy} je linedrné nezdvisld, jestlize rovnice

alvi+ - +apvpy = o (2.1)
ma pouze trividlni feSeni, tj. oy = -+ = o = 0. M4-li rovnice (2.1) i jiné FeSeni neZ trivialni, tzn.
alesponi jeden ze skalari aq,...,ax je nenulovy, je mozina S linedrné zdvisld. Nekonefna mno-

7ina vektora § = {v1,va,...} je linedrné nezavisla, je-li kazda jeji konetna podmnoZina linearné
nezavisla.

MnoZina nenulovijch vektord S = {v1,...,v,} je linedrné zdvisld, privé kdyz jeden z nich je
linedrni kombinaci predchdzejicich.

Mnozina & vektorii vektorového prostoru V se nazyva bdze vektorového prostoru V), jestlize
plati:

e & je linearné nezavisla.
o Kazdy vektor v € V lze vyjadrit jako linearni kombinaci vektori mnozZiny £.

Je-li € = (eq,...,e,) usporddand bdze vektorového prostoru V, pak kazdy vektor v € V se dd
jednoznacné napsat ve tvaru

vV = vie]+---+uvpe,. (2.2)
Cisla v1,...,v, z rovnice (2.2) nazyvame souradnice vektoru v vzhledem k usporadané bazi &
a zapisujeme je nékdy jako sloupcovy aritmeticky vektor [v]o = [v1,... ,vn]T .

Podet vektor baze udava dimenzi vektorového prostoru. Je-li baze koneénd (nekoneénd), mlu-
vime o konecnérozmeérném (nekonecnérozmérném) vektorovém prostoru.

Piiklad 1. Vyjadiete vektor u = [1, 3, 1] jako linearni kombinaci vektorda u; = [2, 1, 1], up =
[1, 1, 2] auz = [0, 1, 1] vektorového prostoru R3.

Regeni: Hledame takové skalary a1, as, ag, aby platilo
a1u] +agug +3uy = U.
Po dosazeni za jednotlivé vektory obdrzime porovnanim piislusnych slozek soustavu rovnic

20&1 + [6%) =1
a1 —+ (%) —+ Qs =
a; + 202 + a3 =1,

Sy g s 3 _ _7 _3 7
jez ma feSeni oy = 5, az = —2, a3 = 4, tedy u = 3u; + (—2) uz + Jus.

Priklad 2 Ukaste, e polynomy py (z) = 1, po (z) = 2 + 1, p3 (z) = (z + 1)* jsou linearns neza-
vislé a napiste polynom p (x) = 322 — 4x + 5 jako linearni kombinaci polynomt p1, p2, ps.

Reseni: Sestavime rovnici (2.1) pro zadané polynomy. Funkci nulového vektoru plni polynom
o(z) = 022 4+ 0z + 0, jez pro kazdé = € R nabyva hodnoty 0. Plati

aipr +agps +agps = 0,



KAPITOLA 2. VEKTOROVE PROSTORY 29

a1~1+a2(x+1)+a3(a:2+2x+1) = 0. (2.3)
Porovnanim koeficientii u jednotlivych mocnin dostaneme soustavu rovnic:
IO oy tag oz = 0
! as+2a3 = 0
z? as = 0,

jeZz ma evidentné pouze trivialni feSeni o = ag = a3 = 0, tj. polynomy jsou linedrné nezavislé.
K dofeseni ulohy sta¢i v rovnici (2.3) uvést na pravé strané polynom p (x) a vyFesit soustavu

a1 +ag a3 = 5
a9 + 20{3 = —4
a3 = 3.
Odtud zpétnou substituci mame ag = 3, as = —10, a3 = 12, takze p(x) = 12 - 10(x + 1) +

3(x+1)°.

Poznamka 1. Polynomy p; (z) = 1, po (z) = = + 1, ps (x) = (2 +1)® tvoif bazi vektorového
prostoru P, v8ech polynomu stupné nejvyse 2. Prostor P, ma standardni bdzi P = (1, x, :L’2) ,
jeho dimenze je tedy 3, a tudiz libovolnou trojici nezavislych polynomut stupné nejvyse 2 lze
pokladat za jeho béazi, nebot pocet vektort kterékoliv baze daného vektorového prostoru je vidy
stejny.

Piejdeme-li k soufadnicim vektoru, muZeme psat, Ze polynom p (z) ma v uspoiradanych bazich
P = (1, z, 22) , resp. P = (1, 241, (z+ 1)2) soutadnice 5, —4, 3, resp. 12, —10, 3. PiSeme

b (z)]p = [5,—4, 3]", resp. [p(2)]5 = [12, 10, 3]" .

Poznamka 2. Podrobné feSeni soustav rovnic v pfedeslych tilohach nechdvam na ¢tenaii, nicméné
podivejme se na piislugné rozsitené matice:

2, 1, 0] 1 1, 1, 1| 5
Piiklad 1: [A; |by]=| 1, 1, 1| 3 |. Piiklad 2: [Ay|by]=| 0, 1, 2| —4
1] 1 0, 0, 1| 3

) i

Sloupce matice [A; | by] tvofi soufadnice vektorii uj, ug, us, u vzhledem ke standardni bdzi
E = (e,ez,e3) (e1 = [1,0,0],e; = [0,1,0], e3 = [0,0,1]) vektorového prostoru R3. Stejné
tak sloupce matice [Ay | bs] tvoii soufadnice zadanych polynomi vzhledem ke standardni bazi
P = (1, z, 2®) vektorového prostoru Ps. Je tedy:

| | | | | | | |
L [A1|bi] = [ull]g [UT]g [u|3]£ [u‘}g » 2. [Ag [ bo] = [Pal [szp [P3|]7> [p%p

Priklad 3. Najdéte bazi prostoru W = {x ER3: 201+ a9 —23=0A 21 — Ty + 23 = 0} . Zdu-
vodnéte, ze se jedna o bazi.

Reseni: Vektorovy prostor W je vlastné mnozinou v8ech feSeni homogenni soustavy

21’1 + X2 — r3 = 0

r1 —x9+x3 = 0.
Soustava m4 feSenf: z1 = 0, 23 = ¢, 23 = ¢, t € R. Odtud W = {x e R®: x =1[0,1,1], t € R}.
Vektorovy prostor W je tak linedrnim obalem mnoziny S = {[0,1, 1]}, piseme W = ([0, 1,1]).

]
Mnozina S je navic linearné nezavisla, nebot nenulovy vektor u = [0, 1, 1] je nutné linearné neza-
visly, a tedy mnozina S je béze prostoru W.
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Piiklad 4. Urcete dimenzi vektorového prostoru U = (a,b,c,d), je-lia=[1,1,1], b=[1,2,0],
c=1[1,0,1,d=[-1,5,4].

Reseni: Vektorovy prostor U je linedrnim obalem mnoziny S = {a, b,c,d}. Vime, Ze nenulové
vektory jsou linedrné zavislé pravé tehdy, kdyz jeden z nich je linedrni kombinaci pfedchazejicich.
Mnoziny S; = {a} a S; = {a, b} jsou zfejmé linedrndé nezavislé. Vektor a # o a neplati b=4% - a
pro zadny skalar k € R. Také mnozina Sz = {a, b, c} je linearn& nezavisla, nebof ani vektor ¢ neni
linearni kombinaci vektord a, b. Rovnice

aa+ (b = c
nema4, jak se da snadno zjistit feSeni. To poznédme jednak tak, Ze odpovidajici soustava

a + [ =1
a + 28 =0
« =1

nem4 feeni, nebo také tak, Ze porovnadme hodnosti matice A a matice rozsifené [A | c] :

1, 1 1, 1 1, 1
A=|1, 2| = ~]0, 1 ~10 1/|=h(A)=2
1, 0] —n 0, =1 | +ro 0, 0
1, 1, 1 1, 1, 1 1, 1, 1
Alc=|1 2 0] —ry ~]0, 1, -1 0, 1, —1 | =h(A]|c) =3
1, 0, 1| —n 0, =1, 0| +m | 0, 0, -1

Nakonec zbyva ovéfit, je-li vektor d linearni kombinaci vektorti a, b, ¢ :
ca+fb+vy = d. (2.4)

Rovnice (2.4) je jednoznacné fesitelnd, nebot tentokrat hodnost matice soustavy, kterd ji odpo-
vida, se rovné hodnosti matice rozsifené a sloupce matice soustavy jsou navic linedrné nezavislé:

R 1, 1, 1 - N 1, 1, 1, -1 R
A=|1 2 0 ,h(A):3; [A|d]: 1, 2, 0, 5 ,h([A|dD:3.
1, 0, 1 1, 0, 1, 4

Plati « = 15, 8 = =5, v = —11, tj. d = 15a — 5b — 11c, takZe mnozina S = {a, b, c,d} je linearné
zévisla. Vektor d mizeme vyskrtnout, jezto kazdy vektor u € U se da vyjadrit jednoduse jen jako
linearni kombinace vektort a, b, ¢ :

Usu=uwma+ub+usc+ud = (ug+ 15us)a+ (ug — Sug)b + (us — 1luy) c.
Odtud U = (a,b,c,d) = (a,b,c), a tedy dim (i) = 3.
Poznamka 3. Vektorovy prostor U je podprostorem prostoru R3, jehoz dimenze je 3. Vektor
d uZ tedy nutné musel byt linedrni kombinaci vektort a, b, c. Ulohu jsme mohli samoziejmé

vyfesit pfimo uréenim hodnosti matice sestavené po sloupcich z vektoru a, b, ¢, d, tj. nalezenim
maximélniho po¢tu linedrné nezavislych sloupct matice

I
A=|a b c¢c d
I
1, 1, 1, -1 1, 1, 1, -1
1, 2, 0, 5 | ~ ~ 10 1, -1, 6 | = h(A)=3=dimU) =3
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Cviceni:
1. Polynom p (x) = 23 +52%+10x +11 napiste jako linearni kombinaci polynomt py, pa, p3, pa :
pi(z) =1, p2(x) =2 +2, p3(x) = (x+2)°, pa(2) = (z+2)°.

2. Ukaite, 7e polynomy p; (z) = 22 —1, ps (z) = 2°+1 a p3 (v) = 22— 1 tvoif usporddanou bazi
prostoru U = <x2 — 1,22 +1,3,22 — 1, ac> a urlete soufadnice polynomu (z — 3)2 vzhledem
k této bazi.

3. Je déna standardni baze £ = (e1, ey, e3) prostoru R3. Dokaite, Ze vektory f; = 2e; —ey, fo =
e1+3es+2e3, f3 = —2e; +ey+e3 tvoit také bazi prostoru R3 a vypoététe soufadnice vektoru
u = Te; + 14es + 21les vzhledem k usporadané bazi F = (f, fs, f3) .

4. Urcete dimenzi podprostoru W viech feSeni homogenni soustavy

Ty — 29 + x3 — x4 =0
2007 — 3x9 + 223 — 3x4 =0
3r1 — bxe + 3xz3 — 4dzy = 0
—-r1 + To — r3 + 2x4 = 0

5. Bud M5 (C) vektorovy prostor viech komplexnich matic stupné 2. Jaka je dimenze prostoru
M (C), je-li My (C) realny, respektive komplexni vektorovy prostor?

Reseni:
Lop(x)=34+2(x+2) —(2+2)°+ (x+2)°.

2. [(Z—B)Q}N —[-3,1,-3]" [ kde P = (a2 — 1,22 + 1,20 — 1) .

4 W={xeR':x=r[-1,0,1,01+5[3,1,0,1]; 7, s € R}, dim (W) = 2.

5. dim (M3 (C)) = 8, respektive dim (M (C)) = 4.
Navod: rozmyslete si, které ¢tvercové matice fadu 2 tvoii bazi My (C) v piipadg, Ze tato
mnozina je redlnym, respektive komplexnim vektorovym prostorem.



Kapitola 3

Linearni a multilinearni zobrazeni

3.1 LineArni zobrazeni

Zobrazeni A vektorového prostoru U do vektorového prostoru V se nazyva linedrni, jestlize pro
libovolné vektory u, v € U a skalar o plati:

Au+v) = A(u)+A(v); (3.1)

A(au) = aA(u). (3.2)

Linearni zobrazeni A : U — U se nazyva linedrni transformace. Linedrni formou (linedrnim
funkciondlemn) nazyvame linearni zobrazeni A : U — R. Mnozinu v8ech linearnich zobrazeni

vektorového prostoru U do vektorového prostoru V oznacujeme £ (U, V).
Nulovym prostorem (jadrem) zobrazeni A € £ (U, V) rozumime mnoZinu

NA = {ueld: A(u)=o0€V}. (3.3)
Oborem hodnot zobrazeni A € L (U,V) rozumime mnozinu
HA) = {A(u):uel}. (3.4)

Jadro N (A) je podprostorem vektorového prostoru U, jeho dimenze se oznacuje d (A) a nazyva
defekt zobrazeni A. Obor hodnot H (A) tvoii zase podprostor prostoru V, jeho dimenzi oznatujeme
h (A) a nazyvame hodnost zobrazeni A. Plati

d(A) +h(A) = dimW). (3.5)

Priklad 1. UkaZte, Ze zobrazeni A : R3 — R3 je linearni, je-li
A([l’l,IQ,IgD = [11712,561 +£C2,$1 +.§C2 +I3]
Reseni: Necht x = [x1,20,23], ¥ = [y1,2,y3] jsou libovolné vektory z R? a « libovolny skalar.
Potom x +y = [21 + y1, %2 + Y2, T3 + y3] , aX = [ax1, axs, ax3]. Zbyva ovéfit, ma-li zobrazeni A
vlastnosti (3.1) a (3.2):
Ax+y) = [(@1+y)— (22 +y2), (z1 +y1) + (@2 +y2), (21 +y1) + (22 + y2) + (23 + y3)]
(@1 —22) + (Y1 — y2), (x1 +22) + (Y1 + ¥2), (T1 + 22+ 23) + (Y1 + Y2 + ¥3)]
= [r1— 22,71 + 22,71 + T2+ T3] + [y1 — Y2, Y1 + Y2, Y1 + Y2 + ys]
= A +Aly).

Alax) = [ax; — axg, ax) + axg, ax + axs + axs]

= Ja(x; —z2),a(r1 +z2),a (21 + 22 + 23)]
= «alr] — 2,21 + Ta,x1 + T2 + 3]

= aA(x).

Zobrazeni A ma pozadované vlastnosti, je tedy linearni.

32
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P¥iklad 2. Zobrazeni A: R? — R? je pro kazdé u = [u1,uz] € R? definované vztahem
Aw) = [ —l—uQ,u%] )

Je zobrazeni A lineérni?
Reseni: V tomto piipads zobrazeni A neni linearni. Pro libovolné vektory u, v € R? totiz plati:

u = [ug,us], v=_[v1,vs], u+v=J[u +v,us+vs], A(v) = [vl +v2,v§] . Odtud

A+v) = [+ o)+ (uz +v5), (u +v2)°]

A+ AW) = [(ur+u2)+ (01 +v2) ,u3 +v3],
Au+v) # A +AW).

Piiklad 3. Nechf A = [a;],,,,, je redlna matice a nechf R™!, R™! jsou vektorové prostory
viech sloupcovych aritmetickych vektor@ dimenze n, m. DokaZte, Ze zobrazeni A : R™»! — R™!
definované piedpisem

A:R™ 5x+—— Ax € R™!

je linearni.
Reseni: S vyuzitim vlastnosti maticovych operaci (sekce 1.2) snadno ukaZeme, Ze zobrazeni A
splituje pro kazdé vektory x, y € R™! o € R axiomy (3.1) a (3.2), takze je linearni:
Alx+y) = Alx+y) = Ax+Ay = Ax)+A(y),
A(ax) = A(ax) = a(Ax) = aA(x).
Piiklad 4. Bud A: R?® — R? linearni zobrazeni, pro které plati:
A(fl) = [la 2] ) A(fQ) = [273] ; A(f3) = [17 1} )
kde f; = [2,3,—1],f, = [0, 1, 2], f3 = [~1, 1, 1]. Naleznéte viechny vektory x € R3, které se

zobrazi na vektor v = [—3, 2].

Reseni: Vektory f1, f5, f3 tvoif bazi prostoru R3, nebot jsou linearné nezavislé. Linearni zobrazeni A
je tedy uréeno obrazy baze. Je-li totiz x € R? libovolny vektor, pak ziejmé

X = a1f1 + Oégfg + a3f3 (36)
Odtud pro jeho obraz v dusledku (3.1) a (3.2) dostaneme

A (X) = OélA (fl) + 0[2./4 (f2) + Oé3A (fg) : (37)
A (a1 fy + asfy + asfs) A ((arfy + aofa) 4 asfs)
A(arfy + asfs) + A (asfs3)
A (061f1) + A (OZsz) + A (Oégfg)
= oA (fl) + as A (fg) + a3z A (fg) .

Nejprve vyfesime rovnici (3.7):
[—37 2] = 1 [1,2]+()é2 [2,3} + a3 [1,1},
tj. soustavu

a1+ 200 +a3 = -3
2001 + 3o + g = 2.
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Soustava ma nekone¢né mnoho fefeni: oy = 13+ s, ap = -8 — 5, ag = s; s € R. Odtud z rovnice
(3.6) obdrzime

X = (13+S) [2a 3a_1]+(_8_8) [07 17 2]+S[_1a la 1]
= [26+s,31 + 3s,—29 — 2]
= s, 3s,—2s] + [26, 31,—29].
Hledan4 mnozina {x € R®: A(x) = [-3, 2]} je tvaru
{xeR®: x=s[l, 3,—-2] +[26, 31,-29], s € R}. (3.8)

Piiklad 5. Najdéte jadro a obor hodnot zobrazeni A z piedeslé tlohy.

Reseni: Uloha nalézt jadro linedrniho zobrazeni A je analogii predeslé tlohy. Misto s vektorem

v = [-3, 2] se pracuje s nulovym vektorem o = [0,0]. Jadro zobrazeni A viak muZzeme najit
jednodugeji. Uvazime-li, 7e A[26, 31, —29] = [-3, 2] (v (3.8) poloZzime s = 0), dostaneme
A(s[1, 3,2+ [26,31,—29]) = [-3,2],
resp.
A(s[1, 3,-2]) + A([26, 31,-29]) = [-3,2],

odkud nutné A (s[1, 3,—2]) = [0,0]. Plati tedy
NA) ={xeR®: x=s1,3,-2],se R} = ([1, 3,-2]).
Obor hodnot H (A) = {A(x): x e R*} = {1 [1,2] + a2 [2,3] + a3 [1,1] : a1, 02,03 € R}. Jinak
feceno H(A) = ([1,2],]2,3],[1,1]). Posledni vektor je linedrni kombinaci pfedchazejicich dvou
vektori: —1-[1,2] 4+ 1-[2,3] = [1,1]. Po jeho vyskrtnuti tak dostavame, ze obor hodnot
Nakonec miizeme jesté potvrdit platnost vzorce (3.5). M4 platit
d(A)+h(4) = dim(R?).

A skutecné

dim (M (A)) +dim(H(4)) = 1+2 = 3.

Piiklad 6. Necht U, V a W jsou vektorové prostory a necht B, C € LU, V), A e LV, W).
Dokazte, ze plati

AB+C) = AB+ AC. (3.9)

Reseni: Vzorec (3.9) je obdobou distributivniho zékona algebry matic: A (B + C) = AB + AC.
Méame ukazat, Ze sloZeni zobrazeni A a sou¢tu zobrazeni B+C se rovné souctu slozenych zobrazeni.
Piipometime si, Ze soudet zobrazeni B, C je definovan piedpisem (B+C)(u) = B(u) + C (u)
a ze sloZené zobrazeni (soucin zobrazeni) AD : U — W (D = B + C) je definovano piedpisem
(AD) (u) = A(D (u).

Bud u € U libovolny vektor. Plati:

(AB+C))(u) =

I
PR NS

Rovnost (3.9) je dokazana.
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Poznamka. Musime davat pozor, v jakém pofadi vyhodnocujeme slozené zobrazeni. V kterém
kroku jsme vyuzili, Ze zobrazeni A je linearni?

Cviceni:
1. Je zobrazeni A : R3 — R3 z prikladu 1 (podkapitoly 3.1) prosté?
2. Dokazte, Ze zobrazeni f : R3 — R2, pro které plati
f([.%‘,y,Z]) = [$—2y,y+32]7

je linearni. Ur€ete jeho jadro (oznatuje se také Ker f) a obor hodnot.

3. Je dano linearni zobrazeni A : R? — R? takové, Ze

A([2773D - [Qaflv 3];
A1, 1) = [-3,2,0].

Jak se zobrazi vektor x = (7, —9]?
4. Najdéte jadro linearni formy A : R® — R, je-li
A([z1, 22, 23]) = 231 — 29 + 373.
Urcete d (A) a h(A).

5. UkaZte, ze zobrazeni
A:Coa+bi—a—-biecC

je (neni) linearni, jestlize C je realny (komplexni) vektorovy prostor.
6. Pro linearni zobrazeni A: R? — R a B: R? — R? plati
A(2,1]) = =1, A([1,-2]) = 3
B([2,3]) = [0,1], B([1,-2]) = [2,1].
Vypottéte (AB) ([7,0]) .
Reseni:
1. Ano: N (A) = {o}.

2. Ker f = ([=6,-3, 1): H(f) = ([1,0],[~2.1],[0.3]) = (11,0],[-2,1]).

&

A(x) =[13,-8, 6].
N (A) =(1,2,0],[-3,0,2]); d(A) =2, h (A) = 1.

>

5. Zobrazeni A nem4 vlastnost (3.2), je-li C komplexni vektorovy prostor.

6. (AB) (7,0]) = ~2.
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3.2 Linearni zobrazeni a matice

Matici zobrazeni A € L (U, V) vzhledem k uspordadanym bazim € = (eq,...,e,), F = (f1,...,f,)
vektorovych prostort U, V nazyvame matici

A r = [A(el)]f [-A(e2)]}' [A(en)]}- . (3.10)

Jinymi slovy, obrazy vektoru baze £ = (ey,...,e,) vyjadiime jako linedrni kombinaci vektort
baze F = (f1,...,f,):

A(er1) = anfi+anfo+- +amfy,
A(er) = aiofi +axfs + -+ amafn,
-A (en) - alnfl + a2nf2 R a"rrmfm

a piislusné soutadnice napiSeme jako sloupce matice [A]; r :

aii, a2, ..., Qin

a1, G22, ..., Q2n
[-’4]5,]-' =

am1, aAm?2, ceey Qmn

V piipadé, ze U =V a £ = F, budeme hovofit o matici linedrni transformace vzhledem k bazi €
a psat struéné [A]. misto [A]; ..

Jsou-li U, V vektorové prostory s bazemi £ = (e1,...,e,), F = (f1,...,fy) a ['A]S,f matice
linearniho zobrazeni A : U — V vzhledem k témto bazim, vypotteme soufadnice obrazu vektoru
x € U podle vzorce

Az = [AerXe- (3.11)

Piiklad 1 Necht R™!, R™! jsou vektorové prostory vSech sloupcovych aritmetickych vektori
dimenze n, m a necht A: R™! — R™! je libovolné linearni zobrazeni. UkaZte, Ze existuje takova
matice A = [ai],, ., , Ze pro kazdé x € R™! plati

Ax) = Ax (3.12)

Reseni: Linearni zobrazeni na vektorovém prostoru konetné dimenze je jednoznaéné uréeno obrazy
jakékoliv baze. Zvolme tedy standardni bézi vektorového prostoru R™! : & = (si,s}...,sl), kde
st =1,0,... ,O]T, st =1[0,1,... 7O]T oo, 8L =10,0,..., l]T , a oznafme si jeji obrazy napfiklad

ari ai2 A1n

as1 az2 azn

A= | sy = | A -

am1 Am?2 Amn

Bud nyni x = [21, 29, . .. ,xn]T € R™! libovolny vektor. Potom plati

1 I I
X = X18] +T2Sy; + -+ TpS,,
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a nasledné

A(x) = a1A(s]) +22A(Sh) + - +z,A(s])

a11 a12 A1n
a21 a22 a2n

= x| . |tz . | 4taa| . (3.13)
Gm1 Am2 Amn

1121 + a12%2 + ++ + + A1p Ty
2121 + A22%2 + ++ + + A2p Ty

Am1T1 + Am2Z2 + ++ + + AmpTn

Vysledny vektor v (3.13) je sou¢inem matice A = [a;1] a vektoru x = [x1,Za,...,2,] , &mZ

je rovnost (3.12) dokazana.

mXxn

Pi#iklad 2. Budte & = (eq,...,e,), F = (f1,...,f,) uspofadané baze vektorového prostoru U.
Necht [A], je matice linearniho zobrazeni A : U — U vzhledem k uspoiddané bazi £ a necht [A] .
je matice tohoto zobrazeni vzhledem k uspofadané bazi F. Dokazte, ze plati

Al = PALP, (3.14)

P = file [Ble - [Ele | (3.15)

tj. matice, jejiz sloupce tvoii soutadnice vektord baze F vzhledem k béazi £.

Reseni: Pro libovolny vektor x € U plati
X = x1€e1+x2e2+ -+ €,
resp.
x = a1fy +aof+ -+ 2,1, (3.16)

Rovnice (3.16) je po dosazeni soufadnic ekvivalentni s rovnici

[X]g = I [fl]g + T9 [fg]g + -+ T, [fn}g
L 1]
= [f1|]g [f'z'}s [fT}s :
= P [X}}'

Matice P je regularni, takze pro soutradnice vektoru x v bazich £ a F dostavame:

xle = Px]g, (3.17)
Xz = P_l[x}a (3.18)
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Piejdéme ted k nasemu dikazu. Vzorec (3.11) umoZiuje vypocitat soufadnice obrazu vektoru
pomoci matice linedrniho zobrazeni. Je-li Y =V a £ = F, miZeme jej uvést v jednom z téchto
tvari:

A)]e = | s[x]gv (3.19)
A = Az (3.20)

S piihlédnutim k (3.17) polozime v rovnici (3.19) [A (x)] = P[A(X)]z, [x]; = P [x],, takze
dostane tvar

Al
Al

neboli

A = (P'ALP)[x]x. (3.21)
Ze vztahi (3.20) a (3.21) uz pak vyplyva platnost vzorce (3.14).

Piiklad 3. Urdete matici linearniho zobrazeni A : R? — R3, pro které plati
A(2,-3) = [2,-1,3],
A([iL 1]) = [73, 2; 0]7

vzhledem ke standardnim bazim vektorovych prostortt R?, R? a pouZijte ji k uréeni obrazu vektoru
x=1[7,-9].

Regeni: Sestavime matici (3.10) v bazich € = (e1,e3) a F = (f1, 5, f3) , kde ) = [1,0], ez = [0,1];
fi =[1,0,0], f2 =[0,1,0], f3 = [0, 0, 1] . Potiebné obrazy vektort e; = [1,0], e2 = [0, 1] najdeme
zpusobem, ktery jsme uZ tady jednou pouzili, takZze mu Etenaf jisté porozumi i bez podrobného
komentafe. Ozna¢me u = [2, -3, v = [—1, 1]. Plati

e = oaju—+ aav,

e = [fiu+ fov.

Obé rovnice vedou k soustavam linearnich rovnic, jez vyfesime pomoci jedné rozsifené matice:

2a -1 ) 0 1, 0 —17 -1 _ .. _ _
[—3, 1' 0, 1}”"'N{0, 1‘ -3, _2}:041_ Lay=-3=-1 5=

A(er) = —1A(u)+ (-3)A(v),
Afez) = —1A(u)+(=2) A(v),
tj. A(e1) =[7,—-5,-3], A(ez) = [4,—3,—3]. Hledana matice je tedy
] |

[A]g,f = [A (‘Tl)]f [A (e|2)]]-'
7 4
— | =5, -3
3, -3

Uzitim vzorce (3.11) ziskdme soufadnice obrazu vektoru x v bazi F a tim prakticky i obraz
vektoru x :

7, 4 7 13
AX)]z=| -5 -3 { 9 ] =| -8 |, atudiz A(x) =[13,-8, 6].
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Poznamka. YV dlohach tohoto typu studenti ¢asto chybuji v tom, Ze vytvoii matici

2, -3
A = | -1, 2/,
3, 0

kterou pak vydéavaji za matici zadaného linedrniho zobrazeni vzhledem ke standardnim bazim.
Ve skuteénosti vSak vytvorili matici daného zobrazeni vzhledem k bazim X = ([2,-3],[-1, 1])
a F = ([1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]), z nich# pouze baze F je standardni. Nebude tedy na gkodu,
kdyz si znovu prostudujete, jak sestavime spravné matici lineadrniho zobrazeni vzhledem k danym
bazim. Pro jistotu vénujme matici linedrniho zobrazeni jesté dvé tlohy.

Piiklad 4. Linearni transformace A : R? — R3 je definovana piedpisem

Allzy,2) = ly,z2].
Najdéte jeji matici vzhledem k bazi F = (f1,f, f3), kde £; =[1,1,0], f = [0,1,1], f3 = [1,0,1].
Re3eni: Zobrazeni A zaméiuje prvni a druhou slozku vektoru, takze A (f)) = f1, A(f2) = fs,
A(f3) = f>. Hledanou matici oznatime stru¢né [A] » misto [A] . Druhé oznafeni vSak vhodné

piipominé jak ji mame sestavit. Sloupce matice [A] » budou tvofit soufadnice obrazii vektorti baze
F vzhledem k bazi F. Jezto

A(f1) = 1f; + 0f; + 0f;, A (f5) = 0f; + 0fy + 1f5, A (f3) = 0f; + 1f5 + 0fs,

dostaneme
\ \ | | | | 1, 0, 0
(Al = [A(f‘l)}f [A(f‘z)}f [A(Ts)}f = [f1|]_7~' [f3|]f [f2|]}‘ = 8, (1)» (1)

Piiklad 5. Napiste matici linearni transformace z predeslé tlohy vzhledem ke standardni bazi
prostoru R3.

Reseni: Ulohu vyfesime nejprve slozit&jsim zptisobem. Vzorec (3.14) udava vztah mezi maticemi
linearni transformace v rtznych bézich. Ozna¢ime-li £ standardni bazi prostoru R?, vypocéteme
matici [A]; podle vztahu

A = PAP, (3.22)

kde P je pfislusna matice pfechodu od uspotfadané baze £ k uspoirddané bazi F:

1, 0, 1
P = |11, 0
0, 1, 1

Uréime P! a po dosazeni do vzorce (3.22) obdrzime

1, 0, 1 1, 0, 0 0.5, 0.5, —0.5 0, 1, 0
A=1|1, 1, 0 0, 0, 1 -05 05 05 |=]|1 0 0
0, 1, 1 0, 1, 0 0.5, —0.5, 0.5 0, 0, 1

Matici [A]; lze v8ak zaskat velmi jednoduSe. Jelikoz A(e;) = ey, A(ez) = e, A(e3) = e,
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Cvideni:

1. Urcéete matici linedrniho zobrazeni A : R? — R? definovaného piedpisem

A([x1, x2, z3]) = [11 — T2, 71 + T2, T1 + T2 + X3]

vzhledem ke standardn{ bazi prostoru R3.

2. Sestavte matici linedrniho zobrazeni
A: R3S [z,y,2] — [22—2,y+42] € R?
v bazich G = ([1,1,0],10,2,0],[0,—1, 1]), H = ([0,1],[1,1]).
3. Jsou déana linearni zobrazeni A: R? — R a B: R? — R? takova, ze
A([2,1]) = -1, A([1,-2]) = 3;

B ([27 3]) = [0’ 1] ) B([17 _2]) = [2, 1] :

40

Najdéte matice linearnich zobrazeni A (v bazich £, F), B (v bazi &) i slozeného zobrazeni

AB (v bazich £, F), kde £ = ([1,0],]0,1]) a F = (1) . Ovéite, 7e plati

['AB]E,J-‘ = [A]g,f[B]e-
Vysledky:
1, -1, 0
LAg=1]1 1, 0
1, 1, 1
-1, 2, 4
2 Wgﬁz{ 2, 0, —1}
6/7, —4/7
b Mer =[-8 o= | 90 T17 ] Bl = -3 4
_2930 L T 6/ 4T
35°35] |5 5]|5/7, —1/T|°

3.3 Bilinearni formy

Rikame, Ze na redlném vektorovém prostoru V je dana bilinedrni forma B, jestlize kazdé uspo-
fadané dvojici vektora (u,v) je prifazeno realné &islo B (u,v) tak, Ze pro libovolné u, v, w € ¥V

a a € R plati:
B(u+v,w) = B(uw)+ B(v,w);
B(au,v) = aB(u,v);
B(u,v+w) = B(u,v)+B(uw);
B(u,av) = aB(u,v).
Matici
B(ei,e1), B(ei,e), , Blei,e,)

(3.27)
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jejiz prvky jsou uréeny hodnotami formy na vektorech baze £ = (e, .. ., e, ) vektorového prostoru V
(bi; = B(e;,ej), i, j € {1,...,n}), nazyvame matici bilinedrni formy v usporadané bézi £.
V dané bizi € = (eq,. .., e,) lze kaZdou bilinedrni formu v n-rozmérném prostoru psdt ve tvaru

B(u,v) = [ul}[Bl; V], (3.28)

kde [u]g, [V]g jsou piislusné souradnicové vektory vektori u, v v této bazi.
Mezi maticemi bilinearni formy B v ruznych bazich £, F vektorového prostoru V plati vztah

(Bl = PT[B]:P; (3.29)

P je matice pfechodu od uspotradané baze £ k uspofadané bazi F (viz (3.15)).
Bilinearni forma B se nazyvé symetrickd, jestlize pro kazdé u, v € V plati

B(u,v) = B(v,u). (3.30)
Plati-li pro kazdé u, veV
B(u,v) = —-B(v,u), (3.31)

fekneme, Ze bilinearni forma B je antisymetrickd.
Kazdou bilinedrni formu B miZeme jednoznacéné rozloZit na symetrickou a antisymetrickou
cdst:

B® (u,v) = (B(u,v)+ B(v,u)); (3.32)

N~ DN~

BA(u,v) = Z(B(u,v)—B(v,u)). (3.33)

Piiklad 1. Bud F vektorovy prostor viech redlnych funkci jedné realné proménné. UkaZte, Ze
zobrazeni B : F x F — R, definované pro kazdé f, g € F vztahem

B(f,g) = 4f(0)g()+f(2)g(3),

je bilinearni forma na F.

Reseni: Zobrazeni musi mit pro libovolné funkee f, g, h € F a o € R vlastnosti (3.23) - (3.26):

B(f+g,h) = 4(f+9)(0)h(1)+(f+g)(2)h(3)
4(f(0)+g(0)h(1)+(f(2)+9(2)N(3)
= Af(0)h(1)+ f(2)h(3)+4g(0)h(1)+g(2)h(3)
B(f,h) + B(g,h);
)g (1) +(
)

B(af,g) = 4(af)(0)g(1)+ (af)(2)g(3)
2)g(3)
)9(3))

daf(0)g(1) +af(
= a(df(0)g)+f(2
OéB(f, 9);
4£(0) (g +h) (1) + £ (2) (g + 1) (3)
4£(0) (g (1) + R (1)) + f(2) (9 (3) +h(3))
= 4f(0)g()+f(2)g(3)+4f(0)h(1)+ f(2)h(3)
B(f,g)+ B(f h);
B(f,ag) = 4f(0)(ag)(1)+ f
4f(0) g (1) + f (2
a(df(0)g(1)+f(2)g
= aB(f,9).

Zobrazeni B je bilinearni forma.

B(f,g+h)
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Priklad 2. BudiZ F opét vektorovy prostor v8ech redlnych funkci. Zobrazeni B : F x F — R
necht je pro libovolné f, g € F definovano predpisem

B(f,9) = f(1)g*(1).

Je zobrazeni B bilinearni forma na F?

Reseni: P¥i ovéFovani axiomi bilinearni formy zjistime, Ze napiiklad axiom (3.25) neplati:

B(f.g+h) = f()(g+h)*(1)
= f)(g()+h(1)?
= FM (P Q) +29(1) 1)+ (1);
B(f,9)+B(f.h) = f1)g* Q)+ f(1)h*(1)

Je ziejmé, Ze B (f,g+ h) # B(f,g9) + B(f,h), a tudiZ se nejedné o bilinearni formu.

Poznamka 1. Nesplnéni jednoho z axiomu bilinearni formy pochopitelné staci, abychom dané
zobrazeni za bilinearni formu nepovazovali. Ctenaf necht si v8ak sdm zkusi propocitat, které
z axiomu bilinearni formy zde plati a které ne.

Priklad 3. Dokaite, Ze zobrazeni
B:R*xR33 (x,y) +—— x1y1 + 220y + 3x3y3 € R

je bilinearni forma na prostoru R3.

Reseni: Opét se podivame, mé-li zobrazeni B viechny vlastnosti bilinearni formy. Necht x =
[$1,$27$3] y Y = [ylay27y3} y L= [ZlszaZS] aack

B(x+4+y,z) = (r14+y1)z+2(x2+y2)22+3(xs+ys)2s
= (2121 + 22222 + 32323) + (Y121 + 2y222 + 3y323)
= B(x,z)+ B(y,z);

B(ax,y) = (ax1)yr +2(az2)y2 + 3 (azs3)ys
= a(x1y1 + 22292 + 373Y3)
= aB((x,y);
B(x,y+z) = z1(y1+21) + 222 (Y2 + 22) + 323 (y3 + 23)

= (x1y1 + 222y2 + 3x3ys3) + (X121 + 22929 + 32323)
= B(xy)+B(x12);
B(x,ay) = x1(ay1)+ 2z2 (ay2) + 323 (ays)
= a(z1y + 200y + 33Y3)
= aB(x,y).

Zobrazeni B ma vSechny vlastnosti bilinearni formy.

Piiklad 4. Najdéte matici bilinearni formy z piedchoziho p¥ikladu v bazi F = (f1, £, f3) , je-li
fi=[1,1,1,6=[1,1,-1], 5 =[1,—-1,-1].

Reseni: Matice bilinearni formy je urcena hodnotami formy na vektorech dané béze. Forma je
symetricka (B (x,y) = B (y,x) pro libovolné x, y € R?), matice formy bude tedy také symetrické



KAPITOLA 3. LINEARNI A MULTILINEARNI ZOBRAZENI

tj.

Poznamka 2

formy tvar
1, 0, 0
[B]E = 07 27 0 )
0, 0, 3
a matice pfechodu od baze & k bazi F je
1, 1, 1]
P = 1, 1, -1
1, -1, -1 |
Odtud
[ 1, 1, 171, 0 0771, 1, 1
[B]]-' = 1) 17 -1 Oa 27 0 13 1; -1
| L, -1 —-1][0 0 3] |1 -1, -1
6, 0, —4]
= 0, 6, 2
| 4, 2, 6 |

Poznamka 3.

€ {1,2,3}). Jeji prvky dostaneme v souladu s (3.27) :
by = B(fi,f)=1-142-1-14+3-1-1=6;
b = B(fi,f5)=1-14+2-1-14+3-1-(— ):0‘
bis = B(fi,f3)=1-142-1-(-1)+3-1-(-1) =
bys = B(fy,fo)=1-1+2-1-143- ( 1)-(-1) =
bys = B(fy,f3)=1-1+2-1-(-1)+ ( 1)-(— 1)
bz = B(fs,f3)=1-1+2-(-1)-(-1)+3-(=1)- (*1)*6;
6, 0, —4
Bl = 0, 6, 2
—4, 2 6

43

Mohli jsme také nejprve sestavit matici dané formy vzhledem ke standardni bazi
prostoru R? a vyuzit vzorce (3.29). Vzhledem k béazi £ = ([1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]) ma matice

Oznadime-li &, &9, &3,

resp. n1, N2, N3 soufadnice vektoru x, resp. y v bazi F,

mizeme danou bilinearni formu napsat vzhledem k bazi F ve tvaru (3.28):

T

B(x,y) = [xz[Blzlylr
6, 0, —4
= [£1a§27€3] 07 63 2
—4, 2, 6

= 65 — 4813 + 6&am2 + 28am3 — 4€3m + 2E3m2 + 68373.

Ve standardni bazi £ méa tato forma tvar
B(x,y) = [X]g [B]g [Y]g

)

1
[x17w271.3] Oa
0

)

S N O

)

)

)

M
12
3

0 Y1
0 Y2
3 Y3

T1y1 + 222y2 + 3x3y3.
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Piiklad 5. Na vektorovém prostoru R? je d4na bilinearni forma
B(x,y) = 3z1y1 +271y2 — 5r1y3 + Yoy + 2T2y3 + T3y1 — T3Ya.
Urcete symetrickou a antisymetrickou ¢4st bilinearni formy B.

Reseni: Symetrickou ¢ast B, resp. antisymetrickou ¢ast B4 formy B uréime pomoci vzorce (3.32),
resp. (3.33). MiZeme také najit nejprve matici zadané bilinearni formy vzhledem ke standardni
bazi € vektorového prostoru R? a pouzit analogické vzorce k vzorciim (3.32), resp. (3.33) k urceni
jeji symetrické, resp. antisymetrické ¢asti. Ve standardni bazi £ mé forma matici (sestavte sami!)

3, 2, =5
[Bly = 0, 1, 2
1, -1, 0
Ozna¢me ji pro jednoduchost B (tedy B = [B]|.). Pro symetrickou, resp. antisymetrickou ¢ast
matice B plati:
s 1 T
1 3, 2, =5 3, 0, 1
= Sl|o no2+] 21 -
1, -1, 0 -5, 2, 0
3, 1, -2
= 17 17 % )
_27 %7 0
resp.
A 1 T
B4 - _(B-B")
2
ViIEEE 3, 0,
= (|0 1 o2|-] 21 -
1, -1, 0 -5 2, 0
0, 1, -3
_ 3
- _17 ‘9, 2
3, =3, 0

Odtud obdrzime hledanou symetrickou, resp. antisymetrickou ¢ast formy B:

BY(x,y) = [xlzB [yl
3, 1, =2 Y1
= [z1,x9,x35] 1, 1, % Y2
—2, %, 0 Y3

1 1
= 3w1y1 +21y2 — 2x1Y3 + Tay1 + TaYe + =Tay3 — 2T3Y1 + - T3Y2;

2 2
resp.
B (x,y) = [x]z B[yl
0, 1, -3 m
= [wy,m0,23] | —1, 0, 3 Y2
3, =2, 0 Y3

3 3
= T1Y2 — 3T1Y3 — Tay1 + 5T2Ys + 3z3Y1 — 5¥8Y2:
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Cvideni:

1. Na vektorovém prostoru P, vSech polynomu stupné nejvyse 2 je déna bilinearni forma B
tak, ze pro libovolné polynomy p, g € Ps plati:

B(p,g) = 4p(0)q(1)+p(2)q(3). (3.34)

Napiste jeji matici v bazi P = (1 x :172) a pomoci vztahu (3.28) vypoctéte hodnotu formy

3 )

na polynomech p (z) =22 + 1, ¢ (z) = 2% — 1.

2. Necht P5 je opét vektorovy prostor viech polynomi stupné nejvyse 2. Bilinedrni forma B je
pro kazdé p, ¢ € P, definovana predpisem

B(p.q) = p(1)q(0).
Uréete matice bilinearni formy B i jeji symetrickeé ¢asti BS v bazi P = (1, x4+ 1, (z+ 1)2) :
3. Bud B takova bilinearni forma na R?, Ze pro libovolné x, y € R? plati
B(x,y) = 2w1y1 —3T1y2 + 5T2y1 — T2y2.

Jaky tvar bude mit forma B vzhledem k bazi F = ([2,—1],[1, 3])?

4. Necht F je vektorovy prostor vech realnych funkci, které jsou spojité v intervalu (0, 1).
Ukazte, ze zobrazeni

B:}"x]-'a(f,g)l—>/0 f@)g(x)de eR

je bilinearni forma na F.

Vysledky:
(5, 7, 13
L [Blp=|2 6, 18 |, (napf.: b3 =B (1,2?)=4-1-124+1-3%); B(p,q) = 40.
4, 12, 36

Hodnotu formy na polynomech p, ¢ miZeme pro kontrolu také uréit piimo ze vztahu (3.34).

1, 1, 1 1, 3/2, 5/2
2. Bls=1|2 2 2|,B%=]32 2 3
| 4, 4, 4 5/2, 3, 4

3. B(x,y) = 3&m — 168112 + 40&m1 — Eamp.

4. Vyuzijte vlastnosti uréitého integralu.

3.4 Kvadratické formy

Kuvadratickou formou na redlném vektorovém prostoru V piislu§nou dané bilinearni formé B na-
zyvame zobrazeni Qp : V — R definované pro kazdé u € V predpisem

Qe(w) = B(uu). (3.35)
Stejnou kvadratickou formu také vytvaii i symetricks ¢ast dané bilinearni formy B, takZe lze psat

Qp(u) = Bs(u7u).
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7 tohoto divodu definujeme matici kvadratické formy Qp v dané bazi £ jako symetrickou matici
Qsle = [B%],, (3.36)

kde [BS ] ¢ Je matice symetrické ¢asti bilinedrni formy B. Podobné jako v (3.28) mizeme kaZdou
kvadratickou formu @Qp (u) v dané bazi £ vyjadiit pomoci soufadnic vektoru u a matice formy
vzhledem k této bazi vzorcem

Qp(u) = [u]f [Qsle [ule. (3.37)

V dalsim textu budeme u oznaceni kvadratické formy vynechévat index udavajici pfislusnou bili-
nearni formu.

Rekneme, 7e kvadraticks forma Q je pozitivne (negativné) definitni, jestlize pro kazdé u € V,
u # o plati Q(u) > 0 (Q(u) < 0). Plati-li pro kazdé u € V,u# 0 Q(u) >0 ( Q(u) < 0),
nazyvame formu @Q pozitivné (negativné) semidefinitni. Existuji-li takové vektory x,y € V, ze
napiiklad @ (x) > 0 a zaroven Q (y) < 0, pak se kvadratickd forma nazyva indefiniini. Podobné
o symetrické matici A stupné n fikdme, Ze je pozitivné definitni, jestlize pro kazdy sloupcovy
nenulovy vektor x € R™! plati xT Ax > 0, tj. pifslusna kvadraticka forma Q (x) = xT Ax je
pozitivné definitni.

Piejdeme-li od uspotrddané baze € k uspofadané bazi F (matici pFechodu od baze £ k bazi F
oznac¢ime jako obvykle P), zméni se matice kvadratické formy podle vztahu

[Q]]—‘ = P [Q}gp- (3.38)

Tento vztah mezi maticemi se nazyva kongruence. Pfi studiu kvadratickych forem je zv1ast dulezité
najit takovou bazi F, vzhledem k niZ je matice kvadratické formy diagondlni, tj.

dy1, 0, cey 0
0, d22, Cey 0
[Q]]—' = : : .. : 9
0, 0, ..., dpn
nebot pak ma forma @Q v bazi F pro kazdé x € V tvar linedrni kombinace ctverci:
Qx) = rQlrkXs
dii, 0, ..., 0 &1
O’ d227 ey O 62
= [§Ia§2a"'a§n] . . . R .
0, 0, ..., dpn &n
= dllﬁ% + d22€§ +-- dnnf?p (339)

z néhoz typ formy snadno urc¢ime. Existenci takové vhodné béze zajistuje véta pojednavajici
o kongruenci symetrické a diagonalni matice:
Ke kazdé symetrické matici A existuje requldrni matice T a diagondlni matice D tak, Ze

D = TATT. (3.40)
Matice D a T najdeme néasledovné:

1. Matici A upravime pomoci elementdrnich kongruenci (po kazdé elementarni fadkové
operaci provedeme i jeji sloupcovou variantu) na diagonalni matici D.

2. Stejné elementarni fadkové operace pak provedeme na jednotkové matici téhoz stupné, ¢imz
ziskdme matici T.

Vztah (3.40) mtizeme interpretovat jako zménu matice kvadratické formy pi#i zméné béze s matici
piechodu T7. Redukce symetrické matice A na diagonalni matici D nemusi byt jednoznacna. To
ale nevadi. Podle zdkona setrvacnosti kvadratickijch forem ma diagonalni matice vzdy stejny pocet
kladnych, zdpornych i nulovych prvki.
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Piiklad 1. Na vektorovém prostoru R? je dana bilinearni forma B piedpisem

B(x,y) = 2my — 3x1y2 + 5x2y1 — T2Yo.

Napiste p¥islusnou kvadratickou formu @ a jeji matici vzhledem ke standardni bazi £ prostoru R2.

Reseni: Ve shodé s definici kvadratické formy plati

Q(x) = B(xx)
= 2.23% —3r129 + T2 — m%
= 227+ 2w129 — 3. (3.41)

Matici kvadratické formy je podle definice matice symetrické ¢asti dané bilinedrni formy B. Ur¢ime
tedy symetrickou ¢ast formy B :

B%(x,y) = =(B(xy)+B(y,x)

1
2

1
= 3 ((221y1 — 3w1y2 + 5woyr — 22y2) + (2y171 — 3Yy172 + Sy2x1 — Y222))

= 2x1y1 + T1y2 + T2y1 — Tayo,

a pak nésledné jeji matici

coz je také i naSe matice kvadratické formy.

Poznamka. Matici symetrické ¢asti B jsme také mohli odvodit pifmo z matice formy B :
s 1 T
B, = 5 (1Ble+BI)
1 2, -3 2, 5

(5 2 5)

T2, 1

o 1, -1 |°
Jiny zptusob jak najit matici kvadratické formy spociva v tom, Ze ji vyjadiime v maticovém tvaru

s horni trojihelnikovou matici, z niz pak odvodime symetrickou matici. Snadno nahlédneme, ze
pro formu (3.41) plati

odkud dostaneme
2, 2 2, 0
o )
1
1 |-

Q(x) = 2274422 42922 + daywy — 127125 — 4ao23

|

Priklad 2. Urcete typ kvadratické formy

)
)
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a napiste bazi, v niz ma forma @ tvar linearni kombinace ¢tverca.

Regeni: Sestavime symetrickou matici kvadratické formy @ ve standardni bazi £ prostoru R3
a uzitim elementarnich kongruenci ji upravime na diagonalni matici. Forma ma maticové vyjad-
feni

2, 4, —12 7 [ =
Q(X) = [.’L‘l,ﬁCQ,Z’B} 07 4; _4 T2
0, 0, 29 || a3

Horni trojuhelnikovou matici ozna¢me U. Pfislu$nou symetrickou matici A ziskdme znadmym zpi-
sobem:

1 T

A = 2(U+U)
2, 2, —6
= 2, 4, -2
-6, —2, 29

Nynf uz muzeme piejit k elementarnim kogruencim:

2, 2, —6 2, 2, —6 2, 0, 0 2, 0, 0
2, 4, -2 | —r, ~|0, 2 4|~|0 2 4 ~10 2 4|~
-6, -2, 29 | +3r 0, 4, 11 0, 4, 11 | —2r 0, 0, 3
: _ —S1 +381 —282
2, 0, 0O
0, 2, 0 |=D.
L0, 0, 3]
[1, 0, 0] 1, 0, 0 1, 0, 0
0, 1, 0| =14 ~| =1, 1, 0 ~| -1, 1, 0| =T.
|0, 0, 1] +3n 3, 0, 1| —2r 5 -2, 1

Vgechny diagonélni prvky matice D jsou kladné, kvadratickd forma je tedy pozitivné definitni.
Matice T7 je, jak vime, matici pfechodu od baze £ k bazi F, v niz je matice formy @ diagonélni.
Jeji sloupce (respektive fadky matice T) tvofi pak hledanou bazi, tj.

F = ([1,0,0],[-1,1,0],[5 -2,1]).
V nové bazi méa forma tvar:
Q(x) = [KrD[Xs
2; Oa 0 51
= [51752753] Oa 27 0 52
01 07 3 §3

= 267 + 26 +3¢3.
Piiklad 3. Rozhodnéte o typu kvadratické formy

Q (u) = 2'U;1’U,2 + 2u1U3 — 6U2’u,3_

Reseni: Opét vyuzijeme elementarnich kongruenci. Forma Q mé vzhledem ke standardni bazi
prostoru R? symetrickou matici



KAPITOLA 3. LINEARNI A MULTILINEARNI ZOBRAZENI 49

Ptevedeme ji na diagonalni matici:

0, 1, 1 +79 1, 1, =2 2, 1, -2
L, 0, -3 ~1 1L 0, =3 |~ L0, =3 ] =31 ~
L1, -3, 0 1, -3, 0 , =3, 0 +r1
] +52
2, 1, -2 2, 0, 0 2, 0, 0 2, 0, 0
1 1 1 1

0, 2 —2 ~ 0, 2 —2 ~ 0, PR —2 ~ 0, T2 0 =D
| 0, =2, -2 0, -2, =2 —4ry 0, 0, 6 0, 0, 6

—3s1 + 51 —4sz

Kvadraticka forma je indefinitni. Pro dplnost uvedeme jesté jeji vyjadieni ve formé lineadrni kom-
binace ¢tvercil:

1
Q) = 27— & +6¢.
Cviceni:
1. Vypoctéte soucin matic TAT? z prikladu 2 této podkapitoly.

2. Najdéte matici prechodu od standardni baze £ k bazi F, ve které ma kvadraticki forma
z prikladu 8 (podkapitoly 3.4) tvar linearni kombinace ¢tverci. Napiste bazi F.

3. Urcete typ kvadratické formy Q : R2 — R, je-li
Q(x) = —3z7— 523+ 4w 20.

4. Sestavte bazi F, v niz je kvadraticki forma

Q) = 2u% + 6u§ + 12u§ — 4ujug — 8uius
vyjadfena jako linedrni kombinace ¢tverci a urcete jeji typ.

5. Rozhodnéte o definitnosti matice

3, 1, —1

A = 1, 2, 1

-1, 1, 2

Vysledky
2, 0, 0
1. TAT" =10, 2, 0
0, 0, 3
1, —-1/2, 3
2.P=1|1, 1/2, -1 |,F=([1,1,0],[-3, %, 0],[3,-1,1]).

0, 0, 1

3. Forma je negativné definitni.
4. F=([1,0,0],[1, 1, 0],[3, 1, 1]) . Forma je pozitivné semidefinitni.

5. Matice A je pozitivné definitni.



Kapitola 4

Skalarni soucin a ortogonalita

4.1 Skalarni soucin vektorti
Skaldrnim soucinem na reilném vektorovém prostoru V nazyvame zobrazeni
(,): YVxV =R,

které ma pro kazdé vektory u, v, w € V a a € R nasledujici vlastnosti:

(u+v,w) (u,w) + (v,w); (4.1)
(au,v) = a(u,v); (4.2)
(wv) = (v,u); (4.3)
(w,u) > 0 (4.4)

pifi¢em? rovnost v (4.4) nastane pravé tehdy, kdyz u = o. Jinak fe¢eno, skalarnim souinem na V
rozumime symetrickou, pozitivné definitni bilinearni formu na V.

Zobrazeni, které libovolnému vektoru u € V piifazuje realné &islo ||ul| se nazyva norma, jestlize
pro libovolné u, v € ¥V a a € R plati:

la+vl < Juaf+v]; (4.5)
leul| = |af[lull; (4.6)
Ju| > 0 (4.7)

rovnost v (4.7) nastane opét pravé tehdy, kdyz u = o. Norma vektoru, jez je pro kazdé u € V
definovana jako odmocnina ze skalarniho soucinu (u,u) :

la = V(u,u), (4.8)

se nazyva norma indukovand skaldrnim soucinem.

Piiklad 1. Nechf V = R%*! je vektorovy prostor vSech sloupcovych aritmetickych vektort
dimenze 2. Rozhodnéte, zda zobrazeni (, ) : ¥V x V — R definované vztahem

(u,v) = ulAv,

kde
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je skalarni soudin.

Reseni: Podivejme se, zda-li dané zobrazeni piredstavuje symetrickou, pozitivné definitni bilinearni
formu:

ou,v) = (au)” Av =« (u"Aw) = a(u,v);
u,v)=ulAv = (uTAV)T =vlTAT (uT)T =vlAu= (v,u);

2, —1
u,u) = [ug, usg] [ _1’ 5 } [ he ] = 2uf — 2uqus +2u3 =2 (ug — %uz)2 + 3u3 > 0.

[ (1)

U2

Zobrazeni spliiuje axiomy (4.1) - (4.4), a definuje tedy skalarni soucin.

Poznamka 1. Musime si uvédomit, ze u” Av € R, a tudiz skutetnd u’ Av = (uTAV)T . Nako-
nec zbyvalo ukazat, Ze kvadratickd forma (u,u) = 2u} — 2ujuz + 2u3 je pozitivné definitni. Zde
jsme tentokrat pouzili metodu doplnéni na ¢tverec.

Piiklad 2. Ukazte, Ze pfedpis
all = max{lu, |uzl}
definuje normu na R2.

Regeni: Je evidentni, 7e |[u]| je nezdporné ¢islo a Ze ||ul|, = 0 pouze v piipads, je-li u = [0,0] .
Zbyva tak overit platnost axiomu (4.5) a (4.6):

[utvl, = max{|us +uvi],|uz + v2[}
max {|ui| + |v1], |ua| + [val}

INIA

max {[u1], [ug|} + max {[v1], s}
[ulloe + IVl s

max {|aus |, |aus|}

loull

max {|af [u1], |af [uz|}
= |a|max {|u], |uz|}

= laffuf-

Oba axiomy plati, tj. dany pfedpis definuje normu na R2.

Poznamka 2. Pii dikazu jsme vyuZili vlastnosti absolutni hodnoty realného &isla. Pro kazdé
z, y € R totiz plati:

lz+yl < lz[+ [yl
lzyl = |z|]y].
Cviéeni:

1. Na vektorovém prostoru R%! vech sloupcovych aritmetickych vektorii dimenze 2 je definovan
skalarni soucin jako v pFikladu 1 (podkapitoly 4.1). Vypoctéte souciny (u,v), (u,w), (v,w),
jestlize:

o= [3]e-[ 0] (2]
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2. Necht R%! oznatuje vektorovy prostor z piedeslé dlohy. Je vzorcem
(u,v) = u'Bv

definovan skalarni sou¢in na R, je-li
0, 1
= ) ?
B [LO}
3. Bud R"™ aritmeticky vektorovy prostor dimenze n. UkaZzte, Ze euklidovskyj skaldrni soucin
(W, v)y = wvr +ugva + - + Upty

ma vlastnosti (4.1) - (4.4).

4. Bud R" opé&t aritmeticky vektorovy prostor dimenze n. Dokaizte, ze euklidovskd norma

lally =y +ud -+ +ud
vyhovuje axiomam (4.5) - (4.7).

Vysledky:
1. (u,v) =0, (u,w) = -1, (v,w) = %

2. Neni, neplati axiom (4.4).

4.2 Ortogonalita

Mnozina vektori X = {ay,...,a,} vektorového prostoru V je ortogondlni, pravé kdyz skalarni
soucin (a;,a;) = 0, je-li ¢ # j (4, j = 1,...,n). Mnozina vektori & = {ai,...,a,} se nazyva
ortonormdlni, pravé kdyz (a;,a;) = 0, je-li i # j a navic (a;,a;) =1,jellii =75 (4,7 =1,...,n).

Ortogondlng matici rozumime matici U, pro niz plati U7 = U~!. Jinak fedeno
Uu’ = L

To vlastné znamené, ze fadky i sloupce ortogonalni matice jsou tvofeny ortonormalnimi vektory.
7 kazdé baze F = (f1,...,1f,) prostoru V miZeme sestavit ortogondlni bizi £ = (e1,...,e,)
pomoct Schmidtova ortogonalizacniho procesu:

(53] = fl)

e; = fy—ane,

e3 = f3—aze —apnes, (4.9)

e, = fn —0p1€1 — - — Qpp—1€p—1;

kde (£e)
e
_ &%) . L :
aj; = (e: e~)"] =2,...,ne=1,...,5—1.

(3] (2

Poznamka. Algoritmus Schmidtova procesu spoc¢ivi v tom, ze vektor f; bereme jako prvni vektor
hledané ortogonalni baze a potom kazdy nasledujici vektor f; “rozstépime” na dvé ortogonalni
slozky: vektor e; a “ortogonalni pramét” f; do podprostoru (eq,...,e;_1).
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Piiklad 1. Ortogonalizujte vektory st = [1,0]” , s} = [0,1]" vektorového prostoru R2! vzhledem
ke skaldrnimu soucinu

(u,v) = ulAv,

2, -1
A - [—1, 2].

Reseni: Vektory si, sl netvoii ortogonalni bazi prostoru R?*! vzhledem k danému skalarnimu
soudinu:

kde

(st,sl) = [1,0][_21 ;H

@m{g}

= -1

Ortogonélni vektory €1, €; najdeme Schmidtovym algoritmem:

~ I

o
o d )]
R
)

- )

Hledané ortogonalni vektory jsou & = [1,0]” a &, = (5.1

T
21

P¥iklad 2. Zvektoria = [1,0,1], b=[0,1,2], ¢ =[2,1,0] sestavte ortonormalni bazi prostoru R?
vzhledem k euklidovskému skaldrnimu soucinu.

Reseni: Nejdiive najdeme ortogonalni bazi:

. (b,e1) 0-14+1-0+2-1
€ = a, e = [Loa 1] ; g1 = (91791)22 -

=1,es=b—axne =[-1, 1, 1];

1.140.0+1-1
gy = 8% 2 o (ee)y 1o o haie; — ae *[2 472]
31 — (91,91)2 — gy (432 — (e2,92)2 - 3y ©3 — 31€1 32€2 = [ 3y 3 3]

Vypoéteme normy vektori eq, es, €3 :

2
HmM:vP+W+VW%M:VCJV+P+VW%M:%@)+%)

Hledanou ortonormalni bézi tvoii vektory:

[

e/ leill, = [55.0. 5] ex/lleslls = [~ L5, J5. L] o llesll, = [ &, &, -]



KAPITOLA 4. SKALARNI SOUCIN A ORTOGONALITA 54

P¥iklad 3. Jsou polynomy p; (z) = 1, pa (z) = z, p3 (¥) = 22 ortogonalni vzhledem ke skalér-
nimu soucinu

1
(pq) = /p(w)q(m)d:v?

—1
Pokud ne, ortogonalizujte je.
Reseni: Nejdiive se podivame, zda-li dané polynomy nejsou nédhodou ortogonalni:

1
z2

(1,2) = Ll1 (1.-2)dx = [7} =1-1=0; p1, p2 jsou ortogonalni;
—1

(1,2%) = f_ll (1-2?)do = [%}1 = + — (—3) = 2 #0; p1, p3 nejsou ortogonalni.

Pfistoupime k ortogonalizaci p1, pa, p3. Stac¢i polozit e; (z) =1, e (x) = = a dopoéitat es (x) :

es(x) = p3(x)— azier (z) — agzes (x),
kde 1 2 1 3
gy = Bme) ST 51 e Jamdr o0
31 (e1,e1) 1, lda 2 37 432 (e2,e2) 1, 22dx 2 ’
takze
1
es(z) = 2% — <.

3

Ziskali jsme tak dokonce ortogonalni bazi prostoru P v8ech polynomu stupné nejvyse 2 vzhledem
k danému skalarnimu soucinu:

1
PO = <1, Z, .’,U2 — 3> .

Cviceni:
1. Vyuzijte ortogonality vektora x = [1,0,1], y = [-1,1,1], z = [2, 3, —2] vzhledem ke ska-
larnimu souéinu (x,y), = z1y1 + Z2y2 + x3y3 k nalezeni soufadnic vektoru u = [5, 3, —1]
v bazi X = (x,y,2) .
2. Ortogonalizujte vektory f; = [2,0,0,0], f> = [-1,2,4,0] a f3 = [0,4,6,2] ve skalarnim

sou¢inu (u,v) = u1v1 + 2ugvy + uzvs + 2uqvy.

3. Najdéte ortogonalni bazi vektorového prostoru P, vSech polynomi stupné nejvyse 2 vzhledem
ke skalarnimu soucinu (p, q) = fol p(z)q(z)dx.

4. Ukaite, Ze plati: Je-li matice A ortogonalni, pak také matice A? je ortogonalni.
Vysledky:

1. [ul, =1[2,-1, S]T; napovéda: u = a1 X + agy + @3z = a1 = E::;Z, atd.
X)2

2. e1 =[2,0,0,0], e2 =[0,2,4,0], es = [0,2,—-2,2].

8]

5
ol— Wl

3. 61(1'):1762(x):$_%763(x): 2 _ +

4. Musi platit (A2)" = (A2)7".
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Determinanty

Matice A;j;, kterd vznikne z Ctvercové matice A = [a], ., vynechanim i-tého fadku a j-tého
sloupce, se nazyva submatice ¥adu n — 1. Determinantem matice A = [aj1] nazyvame ¢islo
|A| = a11. Je-li n > 1 a jsou-li definoviny determinanty matic stupné mensiho ne? n, rozumime
determinantem matice A = [ay;], . ,, Cislo
1
Al = ann|An| — a2 A+ + (1) ar, [Al, (5.1)
kde |A4;| jsou determinanty submatic Ay; (j = 1,...,n). Determinant |A;;| se nazyva také minor

(subdeterminant) ¥adu n — 1. Opatiime-li subdeterminant |A,;| znaménkem (—1)"*7 | dostaneme
algebraicky doplnék A%; proku a;;; tedy A%, = (—1)Z+J |A;;|. Vzorec (5.1) zapsany pomoci dopliikd
mé potom podobu

|A| = allA’fl + algAb + -4 alnA’{n. (52)

Determinant reguldrni matice je vidy nenulovy. Inverzni matici k dané reguldrni matici A
muzZeme pak urcit pomoci algebraickyjch dopliiki:

* * * T
11> 12» R} in
1 51 52 5
1 . ) Y crt n
N TA] : : ) : . (5.3)
* * *
nl» n2y Ann

Matice na pravé strané vzorce je tzv. adjungovand matice.
Reseni [x1,...,x,] soustavy linedrnich rovnic Ax = b se étvercovou requldrni matici #ddu n
Ize vypocitat pomoci determinanti (Cramerovijch vzorci):

A7
Al

(5.4)

Li

kde |A$’| je determinant matice, jez vznikne z matice A tak, Ze v ni ¢-t§ sloupec nahradime
sloupcem pravych stran.

Piiklad 1. Ukazte, ze matice

4, 0, 1
A= |2 2 0
3, 1, 1

je regularni a najdéte inverzni matici A1,

95
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Reseni: Podivame se, je-li determinant matice A razny od nuly. K jeho vypoctu zvolime rozvoj
podle 1. fadku (vzorec (5.1)):

2, 0 2, 0 2, 2
R i e A e i
= 4(2:1-1-0)—-0+(2-1-3-2)
= 4

Matice A ma nenulovy determinant, je tedy regularni a muzeme pfistoupit k vypoétu inverzni
matice pomoci vzorce (5.3):

* T
1 1 A117 A12’ ATJ
A = m Aglv A§2’ A§3
Af. Ah. Al
— 9T
212, 0 312, 0 4| 2,
<_1) 1, 1 (_1) 3, 1|’ (_1) 3, 1
1 510, 1 A4, 1 5| 4,
- Z (71) 1, 1 ) (71) 3, 1 s (71) 3, 1
41 0, 1 51 4, 1 6| 4, 0
i (_1) 2’ ol (_1) 27 01l (_1) 2’ 2 |
o2 -2 47"
= 7| v L
_—2, 2, 8_
[ 2 1, -2
1 i )
= 7|2 1 2
—4, —4, 8 |
Piiklad 2. Urcete neznamou o ze soustavy rovnic
r1 + ®2 — 33 + wxy = 1
2.’E1 + X2 + 21’4 = 0
Tro — 61‘3 — Ty = 5
3r1 + @9 + oz, = 1.

Reseni: Neznamou xo vypocteme uzitim Cramerova vzorce, tj. v (5.4) poloZime i = 2 :

. _ lasl
Al

1, 1, -3, 1

2, 0, 0, 2

0, 5, —6, —1

3, 1, 0, 1

L1, =3, 1

2, 1, 0, 2

0, 1, —6, —1

3, 1, 0, 1
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P#i vypoctu determinantt prejdeme k efektivngjsim postuptim neZ nabiz{ vzorce (5.1), resp. (5.2):

1, 1, -3, 1 1, 1, -3, 1
2. 1, 0, 2 2 1 0, 2
0, 1, -6, 1| -2 — | -2, -1, 0, -3
3 1, 0, 1 3, 1, 0, 1
2, 1, 2
= 3<_1)1+3 -2, -1, =3 | +n
3, 1, 1
2, 1, 2
- 3|0, 0, -1
3,01, 1
L 243 2, 1
= sy

Poznamka 1. Vyuzili jsme, Ze pfi¢teni nasobku jednoho fadku k jinému nezméni hodnotu de-
terminantu a Ze determinant mizeme vypocitat rozvojem podle libovolného fadku, resp. sloupce.
V naSem piipadé to byl 3. sloupec a 2. Fddek.

1, 1, -3, 1 1, 1, -3, 1
2, 0, 0, 2| -2r, |0, =2, 6, 0
0, 5 —6, —1 — |0, 5 =6, —1]| +2r
3, 1, 0, 1 —37'1 0, —2, 97 -2 )
1, 1, -3, 1
1o, =2, 6, 0
— o, 0, 9 -1
0, 0, 3, —2| —iry
L, 1, -3, 1
1o, -2, 6, 0
— |0, 0, 9 -1
0, 0, 0 =3

Il
w
S

Poznamka 2. Zde jsme pficteni nasobku fadku k jinému provadéli tolikrat, az jsme obdrzeli
horni trojithelnikovou matici, jejiz determinant je roven jednoduSe soucinu diagondlnich prvki.
Neznamé zo = 10.

Poznamka 3. Pfi vypoctu determinantu Gpravou matice na horni trojuhelnikovou matici mu-
sime déavat pozor, zda-li skuteéné piic¢itame nasobek fadku k jinému fadku, nebo nasobek radku
k nasobku fadku. Pokud by naptiklad nékdo pfi vypoétu piedchoziho determinantu pii posledni
upravé odecetl 3. Fddek od trojndsobku 4. Tddku, zménil by zrovna tak trojndsobné i hodnotu
determinantu!

1, 1, -3, 1 1, 1, -3, 1
0, -2, 6, 0 o, =2, 6 0
0, 0, 9, -1 ~ lo, o0 9 -1
0, 0, 3, —2/| 3rs—mry 0, 0, 0, —5
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V takovém piipadé nesmime zapomenout vynésobit hodnotu determinantu odpovidajici reciprokou
(pFevrdcenou) hodnotou nasobku:

1, 1, -3, 1 1, 1, -3, 1
0, -2, 6, 0 _ 1jo, -2 6, 0
0, 0, 9, -1 3]0, 0, 9, -1
0, 0, 3, —2 | 3rg—r3 0, 0, 0, -5
= 30.
Cviceni:
1. Vypoctéte determinanty danych matic:
a)A=|1, -1, 4 |;b)B= ’ ’ ’ ;C=12, 3, 1
3, 0, 2 8 -2 10 1, 4, 1
) ) 47 17 O7 2 3 )
2. Pro které hodnoty A je matice
1— A, 0, 2
0, 4— ) 3
0, 4, —-A

singularni.

3. Pomoci adjungované matice najdéte inverzni matice A=, B!, je-li

2, 1, 1 3, 0, 3

A=| o0 1, 1]:B=| 4 1, —2

2 1, 1 5 1, 4

Vysledky:
1. a) |A| = 13; b) [B| = —14; ¢) |C| = 19.
2.1, 6, —2.
9, 1, —1
3. Ajesingularnf; B~ =1L | -2, 9, 6



Kapitola 6

Uvod do spektralni teorie

6.1 Vldastni cCisla a vektory

Nenulovy vektor x € V a ¢islo A € C se nazyvaji vlastni vektor a vlastni éislo linearni transformace
AV —V, jestlize plati

Ax) = Ax (6.1)

Je-li £ = (ey,...,e,) usporadana baze vektorového prostoru V a [A], matice linearni transformace
A € L (V) vzhledem k bazi £, miZeme rovnici (6.1) pfepsat na rovnici (viz (3.19))

Al xle = Axg, (6.2)

kde [x]o = [z1,... ,x,]" je soutadnicovy vektor vektoru x v bazi €. Uloha najit vlastni &sla
a vektory linearni transformace se potom shoduje s tlohou najit vlastni ¢isla a vektory matice
A = [air], ., > ti- najit takovy sloupcovy vektor x # o a takové ¢islo A, aby platilo

Ax = x. (6.3)
Rovnice (6.3) je ekvivalentni s rovnici
(A-X)x = o, (6.4)

co? je soustava homogennich linearnich rovnic. Vyraz det (A — AI) nazyvame charakteristickym
polynomem matice A a rovnice

A—X| = 0 (6.5)

se nazyva charakteristickd rovnice.
V komplexnim prostoru V md kazdé linedrni zobrazeni A alespoti jeden vlastni vektor.

Piiklad 1. Najdéte v8echna vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

1, -3, 3
A = |0 -5 6
0, -3, 4

Reseni: Hledame netrivialni FeSeni soustavy (6.4). Z kapitoly vénované determinantim je ziejme,
Z%e soustava (6.4) bude mit netrividlni FeSeni pravé tehdy, kdyZ matice soustavy bude singularni.
V piipadé regularni matice by totiz soustava méla pouze jediné feSeni a to pravé trividlni feSeni.

59
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Determinant singularni matice je roven vzdy nule, vlastni ¢isla matice A jsou tedy nulové body
charakteristického polynomu, tj. kofeny rovnice (6.5):

1—-), -3, 3
0, -5-X\ 6 = (1-))
0, ~3,  4-2)

~5-A, 6
~3,  4-2)

= (1-A)(N+r-2)
= 1-NA-1)\A+2).

Vlastni ¢isla jsou Ay = Aa = 1, A3 = —2. Nyni je dosadime do soustavy (6.4) a vyhledame k nim
prislusné vlastni vektory.

0, =3, 3| 0 0, -3, 3|0 T =7 1 0
A2 =1: 0, —6, 6 0f~10, 0, 0 0 ro=85,x=7r|0|+s]| 1
0, -3, 3| 0 0, 0, 0| O T3 =8 0 1

Parametry 7, s jsou libovolna redlna ¢isla, kterd se nesmi soucasné rovnat nule. Vlastnimu éislu 1
odpovida tedy nekone¢né mnoho vlastnich vektort, které jsou linedrni kombinaci dvou line4rné
nezavislych vektort x; = [1,0,0]T axy = (0,1, 1]T7 pricem? kazdy z nich je vlastnim vektorem
matice A, o ¢emz se presvédcime dosazenim do (6.3):

1, -3, 3 1 1 1 1, -3, 3 0 0 0

0, —5, 6 o|l=|0]|=1-]0|;|0 -5 6 1l=]1]=1-]1

0, -3, 4 0 0 0 0, -3, 4 1 1 1
3, =3, 3] 0 3, =3, 3] 0 yi =t 1
M=-2:10 -3 6|0|~]0 -3 6|0 w=2,y=t]|2
0, -3, 6| 0 0, 0, 0] 0 ys =t 1

Parametr ¢ je opét libovolné nenulové redlné ¢&islo. Vlastnimu &islu —2 odpovida opét nekonecné
muoho vlastunich vektori, které jsou nenulovymi nasobky vektoru x3 = [1,2, I]T :

1, -3, 3 1 -2 1
0, =5, 6 2 | =| 4| =-2-1]2
0, -3, 4 1 -2 1
1 0 1
Matice A mé tfi linedrné nezavislé vlastni vektory x; = | 0 | ,xo=| 1 | axz3=| 2
0 1 1

Priklad 2. Uréete viechna vlastni &isla a vlastni vektory linearni transformace A : R3 — R3?
definované predpisem

A([l‘l,l‘g,xg,}) = [2.1’1 +JI2,—IE1+$3,J]1+3$2+$3].

Reseni: Nejprve sestavime matici linearni transformace A ve standardni bazi £ prostoru R3. To
uZ jisté neni pro néas zadny problém. Matici ozna¢ime A misto [A], . Plati
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Vlastni ¢isla a vektory matice A najdeme jako v piedeslém prikladé:
2 — A, 1, 0
-1, =X 1 = (2-X) ’
1, 3, 1-2X

-, 1 —

3, 1—)\‘_1‘ 1, 1-2

= 2-ANN=-2-3)-(1-2)

= 2-N(N\N-x1-2)
2-NA+1)(A-2).

Charakteristicky polynom ma kofeny A\; = —1, Ag 3 = 2. Zname tak vlastni ¢isla linearni transfor-
mace a muzeme piistoupit k urceni vlastnich vektort.

3, 1, 0| 0 -1, 1, 1] 0 r 1
Ar=-—1 -1, 1, 1] 0 | ~ 0, 4, 3| 0|, x=| =3 |=r| -3 |,r#0
1, 3, 2| 0 0, 4 3| 0 4r 4
0, 1, 0] 0 1, 3, =1 0 s 1
Aoz =2 -1, -2, 11 0| ~1]0, 1, 0|0 ]|,y=10]=s|0],s#0
1, 3, —1] 0 0, 1, 0] 0 s 1
1 1
Matice A mé tentokrat dva linearné nezavislé vlastni vektory x; = | —3 | axo=| 0
4 1

NapiSeme-li vektory x1, x5 jako fadky, dostaneme vlastni vektory nasi linearni transformace:
A(1,-3,4)=[2-14(-3),—-1+4,14+3(-3)+4] =[-1,3,-4=-1-[1,-3, 4];
A(1,0,1])=[2-1+40,-1+1,1+3-0+1]=[2,0,2]=2-[1,0, 1].

Piiklad 3. Necht V je n-rozmérny vektorovy prostor. Mé-li linearni transformace A: V — V
n linedrné nezavislych vlastnich vektort, pak jejich volbou za bézi prostoru V pievedeme matici

zobrazeni A na diagonalni tvar. DokaZte.

Reseni: Budiz X = (x1,X2,...,X,) uspofadana baze prostoru V, kde xi,...,x, jsou vlastni
vektory zobrazeni A. Sestavime matici zobrazeni A v bazi X' (podkapitola 3.2):

[ | | |
Ay = [A(>|<1)]X [A(Tz)]x [A(X|n)]x
T | |
= [)‘ITI]X [/\2}|(2]X P\nTn]X
L 0, .0
- 0, Ao, .0
0 0 A

Oznacme A matici naseho zobrazeni vzhledem k néjaké jiné bazi prostoru V, piisluSnou matici
prechodu P a polozme D = [A],, . Vzorec (3.14), ktery vyjadiuje vztah mezi maticemi linearntho
zobrazeni v riznych bazich, ted miizeme napsat ve tvaru

D = P 'AP, (6.6)

jez tak predstavuje transformaci matice linedrniho zobrazeni A na diagonalni matici.
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Poznamka. Vztah (3.14), resp. (6.6) se nazyva podobnost matic. Ma-li tedy matice A = [ag],, .
n linearné nezavislych vlastnich vektori, je podobné diagonalni matici, ktera méa na diagonéle jeji
vlastni ¢isla. Tak napiiklad matice A z prikladu 1 této podkapitoly je podobna diagonalni matici

1, 0, 0
D = |0 1, 0
0, 0, -2

Matici pfechodu P tvofi po sloupcich vlastni vektory matice A odpovidajici vlastnim ¢islim v tom
pofadi, jak jsou napsina na diagonéle. K ovéfeni vztahu (6.6) nemusime hledat matici P~!, staci
jednoduse ovérit PD = AP :

1, 0, 1 1, 0, O 1, =3, 371[1, o0 1
0, 1, 2 0, 1, 0 = 0, -5, 6 0, 1, :
0, 1, 1 ][0, 0, -2 | 0, =3, 4] |0 1,

1, 0, -2 (1, 0, -2

0, 1, —4 = 0, 1, —4

|0, 1, -2 | 0, 1, -2 |

Na druhé strané linearni zobrazeni A : R3 — R3 (p#iklad 2 podkapitola 6.1) méa jen dva linearné
nezavislé vektory, a tudiz matici zobrazeni nelze pfevést na diagonélni matici.

Priklad 4. Ukazte, Ze plati toto tvrzeni: Odpovidaji-li vlastni vektory xi,...,x; matice A na-

vzdjem riznym vlastnim &islim Aq, ..., Ag, jsou linedrné nezévislé.

Reseni: Necht plati predpoklady nageho tvrzeni. Nezavislost vlastnich vektoru dokdZeme mate-
matickou indukeci:

1. Je-li k =1, tvrzeni plati. Vlastni vektor x; je nenulovy, a tedy linedrné nezavisly.

2. Necht k£ > 1 a necht vlastni vektory xi,...,x;_1 jsou linedrné nezavislé. Ukizeme, Ze také

vektory x1,...,Xy jsou linedrné nezavislé. Kdyby tomu tak nebylo, vektor x; by byl linearni
kombinaci vektord x1,...,Xk_1, tj.
Xp = X]+ -+ 0p_1Xgp—1- (67)

Rovnici (6.7) vynasobime nejprve matici A a potom vlastnim ¢islem . Dostaneme tak dvé
nové rovnice:

AXEp = i AXy o+ Qg1 Ap—1Xk—1,

AXp = ARX1 4 a1 A pXg—1.

Jejich odeétenim pak nakonec ziskdme rovnici
(0] =

a1 (M —Ap)x1+ -+ ag—1 (As—1 — M) Xp—1. (6.8)

Z rovnice (6.8) tak vyplyva, Ze vektory xi,...,Xx_1 jsou linearné zavislé, nebot vSechny
skalary na pravé strané nemohou byt nulové. Tim se ale dostavime do sporu s indukénim
pfedpokladem. Vektory xi,...,xy jsou tudiz linedrné nezavislé.

Cviceni:

1. Najdéte charakteristiky polynom, vlastni ¢isla a vektory danych matic:

L 8, 0, 0 —2, 0, 0
a)A[ . 5};b)B 7, -1, -2 |;¢e)C=| -5, -2, -5
) -7, 0, 1 50, 3
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2. Mé&jme matici

1, -1, -1
A = -1, 1, -1
-1, -1, 1
1 0 -1
avektoryvi=1| 1 |, vo=1] 0 |, v3= 1 | . Rozhodnéte, ktery z vektoru je vlast-
1 1 0
nim vektorem matice A.
3. Urcete soucet a soucdin vlastnich ¢isel matice
2, 0, 0
B = 1, -1, -2
-1, 0, 1

4. Najdéte bazi prostoru R?, v niZ je matice linearni transformace A : R? — R? diagonalni,
jestlize

A(lzr,22]) = |21, 21 + 23]

5. Vypoctéte vlastni ¢isla a vektory matice A, potom sestavte regularni matici P a diagonalni
matici D tak, aby platilo P"'AP = D, je-li

2, 0, —1 1, 0, 1
aA)A=| 0,2 0|;b)A=]|-7 2 5
3, 0, 2 3, 0, 1

6. Necht A je libovolna regularni matice. Dokazte, Ze plati: Je-li A vlastnim &islem matice A,
pak A~! je vlastnim é&islem matice A1,

Vysledky:

1. a) Charakteristicky polynom: A2 — 4\ + 3, vlastni &fsla: A\; = 1, Ay = 3,

vlastni vektory: pro Ay =1: vy = { :},7‘7é0,pr0/\2=3:vQ= { 2?},53&0;

b) charakteristicky polynom: —A3 4+ 8)\2 4+ X — 8, vlastni &isla: A\; = —1, A\g = 1, A3 = 8,

0 0 —t
vlastni vektory: vi=| 7 | ,r#0,vo=| —s |,s#0,vg=| —t | ,t#0;
0 s t

¢) charakteristicky polynom: —A3 — A2 4+ 8\ + 12, vlastni &isla: \; = Ay = —2, A3 = 3,

—-Tr
vlastni vektory: pro A\j o = -2 :x = s |, r a s senesmi sou¢asné rovnat 0,
r
0
pro X3 =3:y = | —t |,t # 0. Vhodnou volbou parametri r, s, ¢t ziskime 3 linearné
-1 0 0
nezavislé vlastni vektory: x; = 0|, x0=1|11|,x3=1 —1

1 0
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2. Vlastni vektory matice A jsou v; a vs. Jim odpovidaji vlastni &isla —1 a 2. Vektor v, neni
vlastnim vektorem matice A. (Vlastni &isla a vektory nemusime pocitat!)

30 A+ Ao+ A3 =2, Mg = —2. (Vlastni ¢isla opét nemusime pocitat!)
4. Hledané béaze je napiiklad X = ([-1, 1], [0, 1]).
5. a) Vlastni ¢isla: Ay = —1, Ay =1, A3 = 2,

- -5 0
vlastni vektory: v; = 0 |,r#0,ve= 0],s#0,vg=1| t |,t#0,
r 3s 0
-1, -1, 0 -1, 0, 0
P= 0, 0, 1 |,D= 0, 1, 0 |;
1 3, 0 0, 0, 2

b) vlastni &sla: A\; = =2, Ao = A3 = 2,

-r 0
vlastni vektory: pro Ay = —2:vi=| =3r | ,r#0,proXg3=2:vo=| s |,s#0.
r 0

Matice méa pouze 2 linedrné nezavislé vlastni vektory, regularni matici P nelze sestavit.

6.2 Spektralni rozklad symetrické matice.
Ke kazdé redlné symetrické matici A existuji ortogondlni matice U a diagondlni matice D tak, Ze
A = UDUT. (6.9)

Sloupce sP matice U jsou ortonormdlni vlastni vektory matice A p¥fslugné vlasnim &islim \;

uvedenym na diagonale matice D. Vzorci (6.9) lze také dat podobu
D = U'AU.

Mluvime potom o ortogondlni diagonalizaci redlné symetrické matice.
Piiklad 1. Urcete spektralni rozklad matice
2, —1
A = [ B ] |
Reseni: Matice A mé4 vlastni &sla A\; = 1, Ay = 3, kterym odpovidaji vlastni vektory

e[t ne[ 1]

Vektory x1, X2 jsou ortogondlni, ale nejsou ortonormélni. Ortonormalni vlastni vektory ziskdme
normalizovinim téchto vektoru:

X o= xi/lxilly
s
L V2

Xy = Xof|[[x2lly
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Nyni miZeme sestavit ortogonalni matici

o |

Snadno si ovéiime, ze A = UDUT :
2, 1] _ 1[1, -1 1, 0 1, 1
-1, 2| — 201, 1 0, 3 -1, 1 |°

Priklad 2. Najdéte co nejmensi ¢ast S komlexni roviny C, v niZ se nachazi vSechna vlastni ¢isla
matice

1, -1, -1
A = -1, 1, -1
-1, -1, 1

a potom sestavte ortogonalni matici U a diagonalni matici D tak, aby platilo A = UDU7.

Reseni: Lokalizaci spektra provedeme pomoci Gersgorinovy véty. Jezto A je realna symetrické
matice, plati S C R.
rn=-1+]-1=2 = S ={zeR:|z-1]<2}=(-1,3);
ro=|-1+]-1=2 = S={zeR:|z-1]<2}=(-1,3);
rg=|-1+|-1=2 = Sz3={zeR:|z—-1]<2}=(-1,3).

Odtud méme S C S; US, US3 = (-1, 3).
Nyni pfistoupime k vypoctu vlastnich ¢isel a vektort nasi matice:

1—A -1, -1

N IR ] RS £ Pl o
= 1-N)N=22)+(A=-2)—(2-))
= 1-ANA-2)A+2(1-2)
= A=2)(-N+X1+2)
= —(A+1)(A=2)7.
Matice ma vlastni &isla Ay = —1, Ay = A3 = 2. V&imnéme si, e —1, 2 € (—1, 3). Dostavame tak

diagonalni matici

-1, 0, O
D = 0, 2, 0
0, 0, 2
2, =1, -1] 0 -1, 2, =11 0 r
A =-1:] —1, 2, =1] 0 |~ 0, 3, 3| 0 |,x=|7r]|,r#0.
71, ]-7 2 0 0, *3, 3 0 r
-1, -1, =11 0 -1, -1, -1, 0 —s—1
Aog=2:| -1, =1, =1 | 0 | ~ 0, 0, 0] 0],y= s , 82 +12>0.
1, -1, -1 0 00 0, 0|0 t
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Vlastnimu &slu —1 pifsludi jeden linesrnd nezavisly vlastni vektor x; = [1,1,1]" . Vlastnimu
¢islu 2, které je dvojnasobnym kofenem charakteristické rovnice, odpovidajli dva linedrné nezavislé
vlastnf vektory x, = [—1, 1, 0]" (klademe s = 1, t = 0) a x3 = [—1, 0, 1] (volime s = 0, t = 1).

Pro sestaveni ortogonélni matice U musime z vektort Xi, Xg, x3 vytvorit Schmidtovym proce-
sem ortonormalni vektory uj, up, us, tj. ortonormalni bazi prostoru R*!. Vektory xi, X3 jsou
ortogonalni, nebot patii riznym vlastnim ¢islam, takZe staéi poloZit:

w = xi/|[[x1ll,
[t o111t
w = x2/|[xal,

5
Zbyva tak jenom urc¢it vektor usz. To udélame tak, Ze nejprve najdeme vektor X3, pro ktery plati
(X3,%1)y =0, (X3,X2)y =0

s (x3,%1) (x3,%2) 1 2 1 1 T
X3 = X3 T (31X] — (32X, Q31 = (xl,m)z =0, az = (xwmﬁ =2, X3 = [_57 — 2 1]
PolozZime
uz = X3/|[[Xsll,
T
1 1 2

VRN
Ted uZ muZeme sestavit 1 ortogonalni matici a ovéfit vztah (6.9):
[ 1/\/57 _]-/\/?7 _1/\/6

U = | 1/V3 1/vV2, —1/V6 |;
L 1/V3, 0, 2/V6

1 1 1 1 1 1

L -1, -1 V3 V2 6 -1, 0, 0 VLV LIV

-1, 1, -1 | = | & = -+ 0, 2, 0 - L 0
’ ’ V3’ V2’ \/6 4 V27 V27

-1, -1, 1 1 0 2 0, 0, 2 _ 1 _ 1 2

L V3’ ’ V6 NGH V6 V6

Piiklad 3. Bud A ortogonalni matice fadu n a R™! aritmeticky vektorovy prostor viech sloup-
covych vektori dimenze n. UkaZte, Ze linearni transformace A : R™! — R™! definovan4 pro kazdé
u € R™! piedpisem

A:R" ' 5u — AueR™,
zachovava euklidovsky skalarni soucin a normu, tj. (u,v), = (Au, Av), a ||ull, = ||Aul,.
Reseni: Euklidovsky skalarni soudin na vektorovém prostoru R™! muZeme vyjadFit vzorcem:
(w,v), = u'v
= Uv1 + UV + - -+ + UpUy.

Pro skalarni soucin vektori Au a Av potom plati:
(Au,Av), = (Au)" (Av) =u” (ATA)v=u"Iv=u’v=(u,v),.

Zachovéni normy uz je jenom disledkem, nebot euklidovskou normu lze definovat pomoci ska-
larniho soucinu:

[ully = 4/ (a, u),.
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Cvideni:

1. Urcete spektralni rozklad matice

a vyuzijte jej pak k vypo¢tu matic A~ a A3,
2. Lokalizujte vlastni ¢isla matice A a pak ji transformujte na diagonalni matici:

0, 1, 1
A= |1, 2 1
1, 1, 0

3. Najdéte ortogonalni transformaci x = Pz (P je ortogonalni matice), jez prevadi kvadratickou
formu

Q(x) = 227+ 222+ 222 4 22120 + 27123
na linedrni kombinaci ¢tverci.
4. Dokazte, Ze plati: Je-li matice A ortogonalni, pak det (A) = £1.
5. Existuje takova matice A = [ajk]sy, , Ze det (A) =1 a neni ortogonalni?

6. Budiz dan nenulovy vektor w € R™!. Dokazte, 7e

= 1 i(WWT)

D

UTAU
B 1

i

ksl

oo
S oo

51, 26
2, 12 |

2. Vsechna vlastni ¢isla matice patif do mnoziny S C (-2, 4).

Sk

o 2
w5
je ortogonalni matice.
Vysledky:
| -1, 0 I e B ) .
1.D—[ 0. 4],U_\/5[ 9. 1],p1at1.
A™! = uUD'U”
_ ol -1, 2 -1, 0 -1, 2
T 5 2, 1 0, 1 2,
_ 0, 1/2
o 1/2, =3/4 |’
A3 = UDU”
_ o lp =12 -1, O -1,
5 2, 1 0, 64 2,

,_.
&‘H 53%‘#‘

R

ekl
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_\/57 0) \/i _\/57 0; \/i
3. P=1 L =2, 1 ].tix=3 1, —V2, 1 |z, respektive
]-7 \/§) ]- 17 \/i) 1
1
r1 = 5 (—\[221 + \623) s
1
To = 5 (21 - \/522 + 23) )
1
I3 = 5 (Zl + \/52’2 + 2,’3) .

Navod: uréete spektralni rozklad A = PDP7 matice kvadratické formy:

Q(x) =xTAx = (Pz)" A (Pz) =27 (PTAP)z =2"Dz = (2 v2) 23 +223+(2 + V2) 23.

4. Vyuzijte: det (AT) = det (A), det (AB) = det (A) det (B).
5. Napfiiklad

6. Vyuzijte, ze Hw||§ =wlw.



