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1 Vzdalenosti

Podivame se na to, jak je to s riznymi vzdalenostmi. K tomu se nam bude hodit znat vSechny
tTi typy soudinu vektoru, takZe si je pro jistotu zopakujeme. U vsech soucini budeme pred-
pokladat, ze mame t¥islozkové vektory tvaru @ = (uq,uz,us).

Nejjednodussi na vypocet je skalarni soudin:

N

U = ugv1 + ug v2 + ug vz = |U||V] - cos p, (1)

kde ¢ je thel mezi vektory 4, ¥. Vysledkem skaldrniho soucinu, jak nizev napovida, je jedno
jediné ¢islo. Jsou-li vektory u, ¢ vzajemné kolmé, jejich skaldrni soucin je roven nule.

Jinak je tomu u vektorového soucdinu dvou vektora #, v. Vysledek je vektor ), ktery je
kolmy k obéma vektorum w, ¢ (vektory u, ¥, @ tvoii pravotocivy systém) a jeho soutadnice
jsou dany vztahem:

ﬁ:UXﬁZ(UQvg—Ug’Ug,U3U1—U1U3,U1’U2—UQ’U1), (2)

pti¢emz velikost || = |@] |0] - sin . K snazs§imu zapamatovani vzorce (2) slouzi jako mnemo-
technickd pomucka nasledujici schema, pfislusné souciny jsou naznaceny Sipkami.
Ur U2 U3 U1 U2

v1 V2 U3 U1 V2

Kombinaci obou vy$e zminénych sou¢int je smiseny soudin (i x ¥)-w. Znadi se [i, U, W]
a spliwuje: [u, U, W] = [U, W, 4] = [, 4, U] = —[¥, @, W]. S vyuzitim vztaht (1), (2) dostaneme
pro smiseny soucin:
[—» —

U, U, W] = uj vg ws + ug v3wy + ug vy we — (ug Vo W1 + Uy V3 Wy + Uz V] W3) (3)

K zapamatovani mame opét schema, v némz Sipky naznacuji, jak tvorit spravné souciny.

Up Uz U3 U1 U2 Up Uz U3 U1 U2
U1 V2 U3 U1 V2 — U1 V2 U3 U1 V2
wp w2 w3 wWp w2 wp w2 w3 wWp w2

1.1 Vzdalenosti v roviné

Naucime se urcovat vzdalenost dvou bodu, vzdalenost bodu od primky a vzdalenost dvou
rovnobézek.

1.1.1 Vzdalenost dvou bodu

Vzdalenost dvou bodi A, B znadime |AB]| a pro jeji uréeni si vystac¢ime s Pythagorovou vétou.
7 obrazku 1 je vidét, ze vzdalenost bodu A, B je délka pfepony pravotuhlého trojuhelnika,
jehoz odvésny maji velikosti |b; — a1, |ba — a2/, a tedy:

AB| = /(b1 — a1)? + (b — az)? (4)



obr. 1

1.1.2 Vzdalenost bodu od primky

Uloha zni: vypoéitejte vzdalenost bodu Alzg, yo] od pfimky p, zadané obecnou rovnici:

ax + by + ¢ = 0. Pfi vypoctu budeme sledovat stejny postup, jako kdybychom tlohu resili
konstruktivné. To jest: nejprve vedeme bodem A piimku ¢ kolmou k primce p. Nalezneme
prusecik () obou piimek a ,zméfime* délku tsecky AQ.

A

obr. 2

Vypocet bude o néco jednodussi, pfevedeme-li obecnou rovnici pfimky p na parametrické
rovnice. K tomu potiebujeme znat néjaky bod primky p a jeji smérovy vektor. Bod pfimky
je napt. P[0,—c/b], (x = 0 jsme si zvolili a y = —c¢/b jsme dopocitali z rovnice piimky).
Smérovy vektor p' musi byt kolmy k normélovému vektoru 7 = (a, b). To splituje napt. vektor
P = (—b,a). Potom parametrické rovnice pfimky p jsou:

T = —bt, y:—g—l—at, t € R. (5)

Podobné ptimka ¢ prochazi bodem A[xg,yo] a ma smérovy vektor § = 7 = (a,b), takze jeji
parametrické rovnice jsou:

r=x0+as, y=1yo+bs, s€R. (6)



Soufadnice priseciku @) nalezneme vyfesenim soustavy rovnic (5), (6). Vyloucenim x a y
dostaneme dvé rovnice pro neznamé ¢, s. Prvni rovnici vynésobime a, druhou b a obé rovnice
seCteme:

—bt=x0+as /-a

—g—i-at:yo—kbs /b
Po secteni dostavame jedinou rovnici pro parametr s:
axg + byg + ¢
—c= b 2 p? toh =
c=axg+byo+ (a®*+b°)s aztoho PR
b b
Souradnice bodu @ tedy jsou: [wo — a%, Yo — b%].

Nyni mame vse potiebné pro urcéeni vzdalenosti d(A, p) bodu A od pfimky p:

2 2
d(A.p) = [QA| = \/(wo_ (- S E NV () (2t )

a? + b2 a? + b?

Posledni vztah jesté malicko upravime do jednodussi podoby; xg a yg se vyrusi, zbytek umoc-
nime na druhou, zlomek vytkneme, soucet kvadratd pokratime, odmocnime a méame vcelku
hezky a pro nékoho i zapamatovatelny vysledek:

_ | azxg + byo + ¢|
Va2 +p2

ktery dava hledanou vzdalenost bodu Alzg, yo] od piimky p: az + by + ¢ = 0.

d(A, p) (7)

Priiklad 1
Urcete vzdalenost bodu A[—1, 5] od pfimky p zadané parametricky: z = —2+4¢t, y=1-23¢.
Reseni

7 parametrickych rovnic pfimky p vylouc¢ime parametr ¢, abychom dostali obecnou rovnici
pfimky p. Rovnice vynasobime 3 a 4

x=-2+4+4t /-3 . ‘ _ ) B
y=1-3t /.4 aseCteme: 3xr+4y= -2, tj. 3rx+4y+2=0.
Dosazenim do vzorce (7) dostavame pro vzdalenost bodu A[—1,5] od pfimky p

B () +4-5+2 19
VB 5

d(A, p)

1.1.3 Vzdalenost dvou rovnobézek

Vypocet vzdalenosti dvou rovnobézek prevedeme na predchozi pripad, tj. na vypocet vzda-
lenosti bodu od primky. Stac¢i urcit jeden bod na jedné z rovnobézek a vypocitat vzdalenost
tohoto bodu od druhé rovnobézky. Tim zaroven spocitdme vzdalenost rovmobézek. Vse si
ukazeme na konkrétnim ptikladu.



Priklad 2

Urcete vzdalenost rovnobézek p, g, jestlize primky p, ¢ jsou zadany nasledovné:
ayp: =143, y=4—t, q: z+3y+6=0,
byp: z=-5+2t,y=5t q: x=2-2t y=1->5t,
c)p: 2x+3y—1=0, q: 2x+3y+4=0.
Resent
ad a) Tento zptisob zadani pfimek je pro vypocet jejich vzdéalenosti nejpohodInéjsi. Jako bod
A dobte poslouzi bod [1,4] a roli pfimky p pfevezme piimka ¢, tj. hleddme vzdalenost bodu
[1,4] od pfimky g.
1-1+3-4+ 6| 19
d(p,q) =d(A,q) = = .
(p,q) = d(A, q) NiEEwy NiTi
ad b) V tomto pfipadé musime pro jednu z pfimek zjistit jeji obecnou rovnici. Vyloucenim
parametru t v parametrickych rovnicich pfimky p ziskame jeji obecnou rovnici ve tvaru:
5z — 2y + 25 = 0 a za bod A mtizeme vzit bod [2,1] lezici na p¥imce q.
524+ (—2) -1+ 25| 33
d(p,q) =d(A,p) = = .
(p.q) = d(A,p) = (2 75

ad c¢) Zde je t¥eba ur¢it néjaky bod na jedné z piimek. Zvolime si bod A[—2,0] na pfimce ¢
a opét pouzijeme vzorec (7):

d(p,q) = d(A,p) =

|-2-2+3.0-1 5
V22 4 32 V13’

1.2 Vzdalenosti v prostoru

Budeme pouzivat kartézskou soustavu souradnic. Je tvofena tfemi vzajemné kolmymi
soufadnicovymi osami z, y, z, které se vSechny protinaji v jednom spoleéném bodé —
pocatku O. Dvojicemi os jsou dany souifadnicové roviny. Bod A v prostoru je zadan
tFemi soufadnicemi [x 4, Y4, 24], kde x4 je vzdalenost bodu A od soufadnicové roviny y z (na
obrazku 3 je to délka tsecky AA;), podobné y4 je vzdalenost bodu A od soutadnicové roviny
Tz a z4 je vzdalenost bodu A od soufadnicové roviny x y.

z
ZA
/‘\7\ 777777777 Y WA]A
7 > oo 7 I
// \\\ // :
A2r‘777 7777777 OA |
[ [
|
[ [
\ \ ‘
| | ‘
| 0] | ‘
| Tl L7 YA (
[ T~ 1
~
TA Asg
obr. 3



1.2.1 Vzdalenost dvou bodu

Zaéneme obrazkem. Ukolem je uréit vzdalenost bodét Az 4, ya, za], Blzp, ys, zp] (misto

znaeni aj, ag, ... je nyni pouzito oznaceni x4, ya, ...). I zde si vysta¢ime s Pythagorovou
z
B
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Uy
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l YA, YB
|

: / g | / d y

| ’ ‘ //

TA/_ _ _ _________ 7 | s
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4 obr. 4

vétou, jen ji musime pouZit dvakrat. Body A’, B’ jsou pravouhlé priméty bodt A, B do
roviny zy. Jejich vzdalenost uz umime spocitat. Podle vzorce (4) je

A'B'| = /(a5 — .4)% + (y5 — ya)?. (8)

Utvar A’B’PA je obdélnik, tedy |AP| = |A'B’|, trojihelnik APB je pravouhly a AB je jeho
prepona. Takze

|AB|?> = |AP)? + |PBJ%.
Po dosazeni za |AP| = |A’B’| z rovnice (8) a za |PB| = |zp — z4| a nasledném odmocnéni
ziskame konecény vztah:

|AB| = \/(963 —x4)?+ (yB —ya)? + (2B — 24)% (9)

Priklad 1

Urcete vzdalenost bodu A5, —7,2], B[2,4, —6].
Resent

Dosadime do rovnice (9):

AB| = /(2= 5)2 + (4 +7)2 + (=6 — 2)2 = v + 121 1 64 = V104,




1.2.2 Vzdalenost bodu od primky

Primka v prostoru byvé zadana bud obecné — jako prise¢nice dvou rovin, nebo parametricky.
P1i vypoctu vzdalenosti bodu od primky budeme pouzivat parametrické zadani primky, proto
si nejprve na ukaZeme, jak se obecné rovnice piimky prevadéji na parametrické. Obecné
rovnice pfimky (coby priseénice dvou rovin) jsou:

ax+by+ciz+di =0

1
asx + bay +coz +dy =0 (10)

Pro parametrické rovnice potfebujeme smérovy vektor a libovolny bod pfimky. Smérovy
vektor p pfimky je roven vektorovému souéinu normalovych vektort 7i; = (ay, b1, c1),
fig = (ag,bs, c3) prislusnych rovin, p' = 71 X fie. Bod Xy[zo, yo, 20] piimky ziskdme tak, ze
jednu jeho soutadnici zvolime a zbylé vypoéitame z rovnic (10).
A muzeme psat parametrické rovnice primky:

X=Xo+p-t, teR,

coz rozepsano dava

Tr=x9+pzt
y=yo+pyt teR. (11)
z2=2z0+p,1

Priklad 2

Naleznéte parametrické rovnice pfimky p, jestlize jeji obecné rovnice jsou:

20 -3y+2=0

dxr + 2y — 32 =10 (12)

Resent
Vypocitame smérovy vektor p:
7=(2,-3,1) x (4,2, -3) = (7,10, 16)

Pro uréeni bodu Xy pfimky zvolime napf. yo = 0 a xg, zp spocteme z rovnic (12). Vyjde
xg =1, z9 = —2. Takze parametrické rovnice dané pfimky jsou:

r=1+7 y=10t, z=-2416¢t, teR.

Vzdalenost bodu od primky v prostoru mtizeme pocitat rtiznymi zptisoby. V nésledujicim
prikladu si ukdzeme Ctyri z nich. Prvni sleduje stejny postup, jako kdybychom tlohu resili
konstruktivné. Tj. bodem A vedeme rovinu a kolmou k pfimce p, nalezneme prusecik
roviny s pfimkou a vypoditdme délku usecky AQ. Druhy zptusob vyuzivé toho, Ze skalarni
soucin dvou vzajemné kolmych vektori je roven nule. Tteti zplisob bere na pomoc derivace
a ¢tvrty zpusob je aplikaci vektorového soucinu.



Priklad 3

Urcete vzdalenost bodu A[3,—2,1] od pfimky p: 2z =1—-2t, y=4+1t, 2 =2+ 2¢.
Resent

1. zpusob

Rovina a prochéazejici bodem A a kolma k pfimce p ma normélovy vektor 77 rovny smérovému
vektoru pfimky p; 7 = p'= (-2, 1, 2). Obecnd rovnice

roviny je tedy: /
—2(x—3)+y+2+2(z—1) =0, po Gpravé : A
—2z+y+22+6=0.
Pro nalezeni priseciku @ roviny « s ptimkou p dosa- s p
dime z parametrickych rovnic pfimky do obecné rov- -7
nice roviny: Q
—2(1—2t) 4+ (44+1)+2(2+2t)+6 =0 N
a vypocitame hodnotu parametru ¢ : //
4 obr. 5
9t+12=0, ztoho: t:—g.
Zpétnym dosazenim t do parametrickych rovnic pfimky p ziskdme soufadnice bodu Q:
4 11 4 8 4 2
r9g=1-2- (—§> =3 Yo = 4 — 3= 3 2g=2+2- (—g) =3 Hledana vzdalenost

d(A,p) je rovna délce tsecky AQ:
11 2 /8 2 2 2
d(A,p) = |AQ| = ﬂ?—:ﬂ) +(5+2) +(3-1) =

Nyni vyjdeme ze skutecnosti, Ze na pfimce p je jediny bod (oznacime si jej opét Q), ktery
spliuje Qj il Cﬁ’, kde P # @, P € p. Matematické vyjadreni této skutecnosti je, ze skalarni
soucin Qj . QT)) =0.

Bod A je dédn A[3,—-2,1], bod Q je vyjadfen para-

2. zpusob

metrickymi rovnicemi pfimky p, Q[1 —2¢t,4+t,2+ 2t] A

a za bod P mizeme vzit jakykoli bod pfimky p, napf¥.

bod [1,4,2] (odpovidd hodnoté parametru ¢ = 0). p
Pak

OA=(2+2t,—6—1,—1—20), Q

QP = (2t, —t, —2t), P obr. 6

QA QP =2t(2+2t) —t(—6—t) — 2t(—1 — 2t) =
—t(A+4t+ 6+t +2+4t) = t(12 4 9t).

QA -QP=0 =t(12+9t) =0.



Posledni rovnice méa dvé feSeni: t; = 0, to odpovidd Q = P, coz jsme vylouéili, druhé
4
feSeni to = —— dava tutéz hodnotu parametru ¢ jako v predchozim pripadé. Dal by byl

vypocet stejny a dostali bychom opét
d(A,p) = |AQ| = 5.

3. zpusob
Vyuzijeme vypoctu minima funkce pomoci derivace. Vzdalenost bodu A od pfimky p je
rovna délce nejkratsi z iseCek AX, kde X je bod primky p. Délka tsecky AX je

AX]=/(3— (1 -20)2+ (-2~ (4+ )2+ (1 - (2+2t))2 =

= /(24202 + (~6 — )2 + (-1 — 2t)2

Nadefinujeme funkci
ft) = [AX]2 = (24 26)2 + (=6 — )2 + (—1 — 2t)%.

Funkce ma lokalni minimum pro hodnotu parametru t,
ktera odpovidd bodu Q) pfimky p, jenz je nejbliz bodu A.
Je ziejmé, Ze funkce méa pouze jediné lokalni minimum,
staci tedy zjistit stacionérni bod z podminky: f'(t) = 0. X obr. 7

) =22+2t)2+2(—6 —t)(—1) +2(—1 — 2t)(—2) = 24 + 18¢

4
ff)=0 = 24+418t=0, tj. t= -3
a jsme tam, kde jsme byli jiz podvakrate. Tedy i tentokrat vychazi
d(A,p) = |AQ| = 5.

4. zpusob

Z parametrickych rovnic pfimky p ur¢ime libovolné
dva body M, N lezici na ptimce. Napi. pro bod M volime
t=0,tj. M =[1,4,2], pro N t =1, takze N = [-1,5,4].
Vzdalenost bodu A od primky p je potom rovna vysce
rovnobézniku M NOA (obsah rovnobézniku je roven veli-
kosti vektorového soucinu |m X M‘Zﬂ)

uo| N x MA|
d(A,p) = |AQ| = N

Dosadime hodnoty MN = (—2,1,2), MA = (2,-6,—1)
a dostaneme pro vzdalenost:

(11,2100 15 _,

d(A,p) = =2

10



1.2.3 Vzdalenost bodu od roviny

Odvodime vztah pro vzdélenost bodu A[xg, Yo, z0] od roviny a dané obecnou rovnici:
ax +by + cz+d = 0. Hledana vzdalenost je rovna délce tisecky AQ), kde @ je prisecik kolmice
q k roviné a vedené bodem A.

A

obr. 9

Pfimka ¢ ma parametrické rovnice (smérovy vektor pfimky ¢ je normalovy vektor roviny «):

r=x9+at,
qg: y=yo+0bt, teR. (13)
z=2z9+ct,

Dosazenim parametrickych rovnic pfimky ¢ do obecné rovnice roviny a dostaneme hodnotu
parametru ¢ pro bod Q:

a(xg+at)+blyo+bt) +c(zo + ct) +d =0,
z toho

t_axo—i—byo—i-CZo—i-d
N a? + b2 + 2

(14)

Délka tsecky AQ je:

AQ| = /(w0 + at — x0) + (yo + bt — yo)2 + (20 + ¢t — 20)2 = \/(at)? + (bt)2 + (ct)? =

= [t| - Va? + b2 + 2,

za t dosadime z rovnice (14) a ziskdme hledany vztah pro vzdélenost bodu Az, yo, z0] od
roviny o ax +by +cz+d =0

_ ]axo+by0+czo+d\
Va2 + b2 + 2

P1i vypoctu vzdalenosti bodu od roviny mtzeme rovnéz vyuzit smiSeného soucinu vektori;
ukazeme si to v dalsim ptikladu.

d(A, a) (15)

Priklad 4
Urcete vzdélenost bodu A[5,1, —2] od roviny a: X = [2,0,1]4+¢(1,—1,1)+s(4,—1,0), t,s € R.

11



Reseni

1. zpusob

Pouzijeme vzorec (15). K tomu potfebujeme pfevést parametrické rovnice roviny « na obecnou
rovnici. MiZeme bud z parametrickych rovnic vhodnymi Gpravami vyloucit parametry ¢, s,

nebo ze zadanych vektort «, ¥ roviny (obr.10) vypocitat vektorovym soucinem normélovy
vektor.

A A /

/

/

/

u—}‘ /

/
- -
-~ iQ 07710
K @ K U
« &%

obr. 10

Vypocitame normalovy vektor:
7= (1,—1,1) x (4,—1,0) = (1,4, 3).

Z parametrickych rovnic vyplyva, Ze rovina a obsahuje bod K2, 0, 1], takze jeji obecné rovnice
jer
r—24+4(y—0)+3(z—1)=0
a po upravé
rz+4y+32—-5=0
Ted jiz staci dosadit do vztahu (15):
1-54+4-1+3-(-2)—5 2
VI+16+9 V26

d(A,a) =

2. zpusob

Vime, nebo bychom mohli védét, ze smiSeny soucin vektord 4, ¥, W, které nejsou komplanarni
(nelze je umistit do jedné roviny), je ciselné roven objemu rovnobéznosténu, jehoz hrany
jsou umisténim téchto vektorit (obr. 10). Objem kazdého rovnobéznosténu je roven soudinu
velikosti podstavy a velikosti vysky. Velikost podstavy v nasem pfipadé je rovna velikosti
vektorového soudinu @ x ¢ a vyska udavéa hledanou vzdalenost bodu A od roviny a. Tj.

Za vektory dosazujeme: @ = (1,—1,1), v = (4,-1,0), & = KA = (3,1,-3).

1 -1 1
i, 5, W) =4 -1 0|=3+0+4—(-3+0+12)=-2.
3 1 -3

12



Vektorovy soudin @ X ¥ méme uz spoéitany: @ x v =71 = (1,4, 3). Potom

=2 2
CVI+16+9 V26

Pozndmka: Bystry ¢tenaf si mohl vS§imnout, ze a¢ pouzité postupy vypadaji rizné, provadéné
pocetni operace jsou v obou pripadech v podstaté stejné, zvlasté kdyz smiSeny soucin bereme

—

ve tvaru [4, ¥, W] = (4 x ¥) - @

d(A, a)

1.2.4 Vzdalenost mimobézek

Vzdalenost mimobézek je rovna délce jejich nejkratsi pricky, tj. té pricky, ktera je k obéma
mimobézkdm kolmé (obr. 11). Vypocet opét ukdzeme na piikladu.

Priklad 5

Urcete vzdalenost mimobézek a, b, kde pfimka a je ddna bodem A[2,1,—1] a smérovym
vektorem @ = (1,1,1), pfimka b je ddna bodem B([1, 0, 2] a smérovym vektorem b = (0, —2,1).

Reseni
1. zpisob

Budeme hledat krajni body P € a, () € b nejkratsi pficky mimobézek a, b. Z parametrickych
rovnic pfimky a: X = [2,1,—1] +¢(1,1,1) a pfimky b: X = [1,0,2] + s(0,—2,1) vyjadiime
bOdy P = [27 ]-a _1] + tp (17 17 ]-)a Q = [17 07 2] + Sq (07 _27 1) a

vektor
P
@ = (17 1, _3) + tp (17 1, 1) — 3¢ (07 -2, 1)7 t.]
a
QP = (14tp, 141ty + 254, =3+ 1, — 5,). ,
Vektor QP musi byt kolmy k obéma mimob&zkém, takze obr. 11 @ b

skalarni souciny

i-QP=05-QP =0.
G- QP=1+t,+1+1t,+25,—3+1,—s5,=3t,+5,—1=0
B-QP = —2 =2, —ds,— 34ty — s = —ty —5sy —5 =0

Dostavame soustavu dvou rovnic pro dvé neznamé t,, s,:

Btytsg—1=0 _ 5 8
—t,—5s5,—5=0 - -

Ze ziskanych hodnot parametri vypocitame souradnice bodi
19 12 2 16 6
P=|——,—3 =1, —,=|.
|: 7 ) 7 ) 7:| ) Q |: ) 7 ) 7:|
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Hledana vzdalenost je
12 4 8 \/5
d(@ab)—QP|—‘<7,—?—?>‘—4' 7

Opét vyuzijeme smiSeného soucinu. Z vektoru &, 5, BA utvotime rovnob&mostén (obr. 12).
Vzdalenost pfimek a, b je pak rovna vzdalenosti horni a dolni podstavy, tj. vySce rovnobéz-

objem Tedy

2. zpusob

nosténu. Vyska = .
Y obsah podstavy

da.b) = 1 b BA)| _ |(@xb) BA|

obr. 12
V nasem pifpadé je: BA = (1,1,-3), @ = (1,1,1), b= (0,—2,1). Pak

(@xb) BA _|3.-1-2) (L1L-3 PB-1+6 _ 8 _ [
(@ x b)| (3, —1,-2)| VIT1+4 V14 7
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