Linearni algebra
Operace s vektory a maticemi

Robert Maiik
2. listopadu 2005

<] B EBE (©Lenka Barakov4, 2005 B



Obsah

Operace s fadkovymivektory . . . ... ... .. ... .. .... 3
Lineadrni zavislost a nezavislost . . . . .. ... ... ...... 11
Operace se sloupcovymi vektory . . ... ............ 13
Matice. . . . . . . . . 14
Transponovanimatice . . . ... ................. 15
Operace s maticemi — s¢itani, od¢itdni, ndsobeni ¢islem . . . . 17
Operace s maticemi — maticovy souc¢in . . . ... .. ... .. 20
Srovnani maticového souc¢inu a linedrnich kombinaci vektort. 26
Vlastnosti maticovéhosou¢inu . . .. .............. 28

<] B EBE (©Lenka Barakov4, 2005 B



Definice (algebraicky vektorovy prostor): Mnozinu R" uspofa-
danych n-tic redlnych &isel (ay,ay,...,a,) s operacemi s¢itani a
nasobeni redlnym ¢islem definovanymi

(‘11/(12;‘~;an)+ (b1;b2/~-;bn) - (‘11+b1;a2+b2/~-/an+bn)
c-(ay,ag,...,ay) = (c-ay,c-a,...,c-ay)

provsechnac € Ra(ay,ay,...,a,), (b1, by, ..., by) € R" nazyvame
redalnym algebraickym vektorovym prostorem. Prvky tohoto prostoru,
tj. uspotfddané n-tice redlnych ¢&isel nazyvame algebraickymi vek-
tory. Cislaay, ..., a, nazyvame slozky vektoru (a1, ay, ..., a,). Cislo
n nazyvame dimenze prostoru R".
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Radkové algebraické vektory. I
i=(1,2,1), b=(3,0,-1), &=(210), &=(0,0,0)

i+2-b—¢
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Radkové algebraické vektory. I
i=(1,2,1), b=(3,0,-1), &=(210), &=(0,0,0)

i+2-b—-¢=(1,21)4+2-(3,0,—1) - (2,1,0)
=(1,2,1)+(6,0,—2) — (2,1,0)

Dosadime za vektory a vyndsobime vektor b dvéma (nésobime tedy
kazdy prvek tohoto vektoru dvéma).




Radkové algebraické vektory. I

i=(1,2,1), b=(3,0,-1), &=(210), &=(0,0,0)

i+2-b—-¢=(1,21)+2-(3,0,—1) - (2,1,0)
= (1,2,1) + (6,0,—2) — (2,1,0)
=(14+46-22+0-1,1-2-0)

i+b-2-¢
Secteme (odecteme) odpovidajici si komponenty vektort. I
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i=(1,21), b=(3,0,-1), &=(21,0),

i+2-b-¢=(1,21)+2-(3,0,-1) - (2,1,0)
= (1,2,1) + (6,0,—2) — (2,1,0)

=(1+6-22+0-11-2-0)
=(51,-1)

i+tb—2-¢

&= (0,0,0)

Upravime.
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Radkové algebraické vektory. I

i=(1,2,1), b=(3,0,-1), &=(210), &=(0,0,0)
i+5=(1,21)+(0,00) = (1,2,1) =7

0-2+0-5+0-¢C

i+b—2-¢

Pfi¢teme-li k libovolnému vektoru nulovy vektor, ptivodni vektor
se neméni (protoze ke kazdé komponenté pfi¢teme nulu).
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Radkové algebraické vektory. I

i=(1,2,1), b=(3,0,-1), &=(210), &=(0,0,0)
i+d=(1,21)+(0,0,0)=(1,2,1) =7

0-@44+0-b+0-2=(0,0,0)

i+b—2-¢

Vysledkem trividlni linedrni kombinace je nulovy vektor, protoze
kazdy vektor po vynasobeni nulou pfejde na nulovy vektor a
soucet nulovych vektort je opét nulovy vektor.




Radkové algebraické vektory. I

i=(1,2,1), b=(3,0,-1), &=(210), &=(0,0,0)
i+d=(1,21)+(0,0,0)=(1,2,1) =7

0-@44+0-b+0-2=(0,0,0)

i+b—2-2=(1,2,1)+(3,0,—1) — (4,2,0)
= (0,0,0)

Nékdy nulovy vektor dostaneme i jako netrividlni linedrni
kombinaci. V tomto p¥ipadé fikdme, Ze vektory 4, b a € jsou linearné
zavislé.




Definice: Necht'je ddna kone¢na posloupnost vektortl. Rekneme,
Ze vektory jsou linedrné zavislé, jestlize alepori jedna jejich netrivi-
alni linedrni kombinace je rovna nulovému vektoru.

Naopak, je-li kaza netrividlni linedrni kombinace nenulovd, fi-
kame, Ze vektory jsou linedrné nezavislé.

Testovani linearni (ne-)zavislosti

e Je-li v posloupnosti vektorti néktery vektor ndsobkem jiného vek-
toru, jednd se o linearné zavislou posloupnost vektort.

o Duoa vektoryjsou linedrné zavislé prave tehdy, kdyzjeden z vektorti
je nasobkem druhého.

o Je-li vektordl vétsi pocet, nez je dimenze prostoru, jsou tyto vektory
linedrné zavislé.

V ostatnich p¥ipadech nelze na otazku o p¥ipadné linearni zavislosti

nebo nezévislosti vektorti dat okamzitou odpovéd, ale je potieba
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odpovidajicim zptisobem rozhodnout, napf. pomoci pojmu hodnost
matice, ktery uvedeme pozdéji.
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Sloupcové algebraické vektory f

1 1 1 _3
_3 4 5 5
o | T2 1] 2|3 4
2 _3 1 6

Pouzivame-li sloupcové vektory, je pocitani ponékud prehlednéjsi,
protoze s¢itdme prvky, které lezi ve “stejné vysce”.
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Definice (matice):

Matici ¥adu m X n rozumime schema

a1 a2 413 - Ap

a1 Az dzz - Ay
A p—

aml amz ce e e Ann

kdea;jproi = 1.maj = 1.njsouredlna ¢isla. MnoZinu vSech matic
fadu m x n ozna¢ujeme symbolem R"*". Zkracené zapisujeme téZ
A= (ai]-)i:’lnj:;l nebopouze A = (ajj).Je-lim = nnazyvé se matice
A ¢tvercovd matice, jinak obdélnikovd matice. Je-li A étvercova matice,
nazyvame prvky tvaru ay;, tj. prvky, jejichz fadkovy a sloupcovy
index jsou stejné, proky hlavni diagondly.
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Definice (matice transponovand): Bud' A = (a;;) € R™*". Matice

AT = (aji) c IRnXm,

se nazyva matice transponovand k matici A.
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Transponujte matici A. |
2 -1 2 2 3 2
A=[3 1 -2 Al=(-1 1 o0
2 0 1 2 -2 1

4 )
e Prvni sloupec transponované matice obsahuje prvky z prvniho
fadku matice ptivodni.

o Totéz plati i pro vSechny ostatni sloupce a fadky.
o Je-li A € R™", pak AT € R™"™,
° ]e-li A= (ai]-),je AT = (aﬂ)

@mmm#.




Definice (operace s maticemi):

e Budte A = (a;;), B = (b;j) € R™"". Souctem matic A a B
rozumime matici C = (c;;) € R™*", kde ¢;; = a;; + b;;. Zapi-
sujeme C = A 4 B.

e A= (a;) € R"™"at € R. Soucinem cisla t a matice A rozu-
mime matici D = (d;;) € R"*", kde d;; = t.a;;. Zapisujeme
D = tA.
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Sectéte matice a vynésobte redlnym ¢islem. |

2 -1 2 1 -2 1 3 =8 3
3 1 -2]+(0 1 3|=(3 2 1
2 0 1 2 4 1 4 4 2

e Pii s¢itani s¢itame odpovidajici komponenty zvlast.

e Je-li A = (a;) a B = (bjj), pak C = A + B je matice C = (c;;),
kde c;j = aj; + b;j. (Za pfedpokladu, Ze matice A a B jsou
stejného typu, tj. Ze maji stejny pocet fadkt a sloupct.)

~
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Sectéte matice a vynésobte redlnym ¢islem. |

2 -1 2 1 -2 1 3 -3 3
3 1 -2]+(0 1 3|=(3 2 1
2 0 1 2 4 1 4 4 2

e Pii ndsobeni matice ¢islem nasobime kazdou polozku matice
samostatné.

o Je-li A= (a;)at € R, pak C =t Ajematice C = (t-aj).




Definice (maticovy soucin): A = (a;;) € R"*"a B = (b;j) € R"*P.
Soucinem matic A a B (v tomto pofadi) rozumime matici G = (g;j) €
R™*P, kde

8ij = by +apbyj + - - - + ajyby;

pro véechna i = 1.m, j = l..p. Zapisujeme G = AB (v tomto
pofadi).
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Skalarni soucin vektorti ]\ Ze stfedni skoly vite, Ze skalarnim

soudinem vektort il = (u1,up, u3) a ¥ = (v1, vy, v3) je &islo
3
i-T=uy-v1+up-vp+uz-v3=Y_ Uv;
i=1

Pfimo z definice soucinu plyne, Ze maticovy soucin

01
(ur up uz)- o] =(u1-v14+uy- v+ uz-v3)
U3

je jinym zapisem téhoZz.
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[ Vynasobte matice |




Vynasobte matice

2 -1 2 2 4
3 1 =2|-|-1 2
2 0 1 3 1

2.24(=1)-(-1)+2-3 2-4-1-2+42-1
=| 3.241-(-1)-2-3 3-441.2-2-1
2.240-(-1)+1-3 2-4+40-2+1-1

Na misté ij ve vysledné matici C je skalarni soucin i-tého fadku
matice A a j-tého sloupce matice B. Uvedeny maticovy soucin je
tedy mozno chédpat jako Sest skalarnich soucinti.




[ Vynasobte matice |

R (=1) - (=1) 428 2-A=1-2+2-1 11 8
=| 3.241-(-1)-2-3 3-4+41.2-2-1|=[-1 12

2:240-(-1)+1-3 2-4+40-2+1-1 7 9
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Vynasobte matice |

2 -1 2 2 4
3 1 -2]-1-1 2
2 0 1 3 1
2.2+ (-1)-(-1)+2-3 2-4—-1-2+4+2-1 11 8
= 3.2+1-(-1)—2-3 3-4+1-2-2-1|=|-1 12
2:240-(-1)+1-3 2-440-2+1-1 7 9
2 4 2 -1 2
—1 2]-({3 1 —2| = nenidefinovdno
3 1 2 0 1
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Porovnejte nésledujici maticovy soudin a linearni kombinaci vektort. |

1 20 1 1 1 -3
-1 1 1]-1j0 2] =0 -1
2 1 3 1 2 5 6

()20 =0)- (2
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Porovnejte nésledujici maticovy soucin a linedrni kombinaci vektort.

1 20 1 1 1 -3
-1 1 1]-1j0 -2 =0 -1
2 1 3 1 2 5 6

() =0 ) ()
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Véta 1 (vlastnosti maticového soucinu). Soucin matic je asociativni a
distributivni zprava i zleva vzhledem ke s¢itani, tj. plati

A(BC) = (AB)C (asociativita)
A(B+C) = AB+ AC (levy distributivni zakon)
(B+C)A=BA+CA (pravy distributivni zakon)

vzdy, kdyz tyto operace maji smysl.

s Nz

Definice (jednotkové matice): Jednotkovou matici ¥ddu n rozumime
¢tvercovou matici typu R" ™", ktera mé v hlavni diagonale jednicky
a mimo hlavni diagonalu nuly. Oznacujeme ji I.

P¥iklad 1. Jednotkova matice fadu 3 ma tvar

100
L=[0 1 0
00 1
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Véta 2 (vlastnost jednotkové matice). Bud A matice. Pak plati IA = A
a Al = A, vzdy, kdyz je tento soucin definovany.
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Konec, pokracovani zde.
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