Reseni prikladt ze dne 9.12. 2002

Zadani A.

1. Najdéte vsechna feSeni maticové rovnice AX — X = C, kde

1 -1 1 110
A= 1 11 }|,C= -1 0 1
1 -1 2 0 1 1
Reseni:
AX-X = C
(A-—E)X = C
X = (A-E)1C
-1 0 1 1 1 0 -1 0 1
X = 0 1 -1 . -1 0 1 = -1 -1 0
11 -1 01 1 0 00
2. Spoététe determinant matic A a A1, jestlize a € R a
1 2 1 1
1 -3 a-—3 -2

a —34+2a 20a—3 —-2+a
3+a 54+2a 2+4a 24+a

Reseni:

Matici nejprve upravime, napt. takto: Od druhého sloupce odecteme dvojnasobek 1. sloupce, od 3. a
od 4. sloupce odecteme 1. sloupec. Pri téchto upravach se determinant nezméni.Potom udélame rozvoj
podle 1. fadku. Ve ¢tvercové matici fadu 3 pak muzeme jesté od 1. a od 2. sloupce odecist sloupec 3.
a udélat rozvoj podle 3. fadku.

1 2 1 1 1 0 0 0
1 -3 a-3 -2 | 1 -5 a—-4 -3 | _
a —3+2 2a—3 —-2+4+a | a -3 a—3 -2
3+a 5+2a 2+4a 2+a 34+a -1 -1 -1
-5 a—4 -3 -2 a—1 -3
= -3 a—-3 -2|=|-1 a-1 -2 |=—(-2a+24a—-1)=a-1
-1 -1 -1 0 0 -1

Tedy detA = a — 1. Podle Laplaceovy véty plati detA - detA~! = det(A - A~!) = detE = 1, takze pro
a € R\ {1} je detA™! = L.

3. Najdéte uspoiddanou bazi prostoru R?, vzhledem k niz mé vektor # soufadnice (1,1) a vektor ¥
soufadnice (1,—1), vite-li, Ze vektor @ ma v bazi B = ((1,1),(1,0)) soufadnice (4, —2) a vektor 7 m4
v bazi B soufadnice (2,2).
Reseni: Nezndma baze je ve tvaru E = ((a,b), (¢, d)). Soufadnice vektoru vzhledem k bézi jsou koefi-
cienty lin. kombinace béazickych vektort, kterd je rovna tomuto vektoru. Plati tedy:

i =4(1,1) — 2(1,0) = (2,4) = 1(a,b) + 1(c,d) = (a+ ¢, b+ d)

v=2(1,1) +2(1,0) = (4,2) = 1(a,b) — 1(¢,d) = (a — ¢, b — d)

Aritmetické vektory se sobé rovnaji, rovnaji-li se jejich slozky, tedy

at+c = 2

a—c = 4 .. P

bt d 4 COZ je soustava, jejimz resenim je a = 3,¢c = —-1,b=3,d = 1.
b—d = 2

Hledana uspotfadana baze je tedy E = ((3, 3), (-1, 1))



4. Oznacme My o linedrni prostor vsech ¢tvercovych matic fadu 2. Nechf A : My o — My o je linedrni
zobrazeni, pro které plati

A a b\ at+b+c+d —a+c+d
c d ) \a+2b4+c—d a+b+2c—d )

Rozhodnéte, zda je zobrazeni A prosté.
Reseni: Zobrazeni je prosté pravé tehdy, kdyZ jeho jadro obsahuje pouze nulovy vektor. Jadro je mnozina
vektortl, které se zobrazi na nulovy vektor. Do jadra zobrazeni A tedy patii ty matice < Z 2 ) , pro

které plati

a+b+c+d = 0
—a+c+d = 0
a+2b+c—d = 0
a+b+2¢c—d = 0
1 1 1 1 1 1 1 1
-1 0 1 1 0 1 2 2
1211|7100 -2 -4
1 1 2 -1 0 0 0 -8

Soustava ma jediné feseni, a = b = ¢ = d = 0, jadro obsahuje pouze nulovou matici a zobrazeni tedy
je prosté.

5. Definujte kofen polynomu, najdéte realny polynom co nejnizsiho stupné, jehoz kofeny jsou ¢,7 + 1.
Reseni:
Kofen polynomu P(z) je takové realné ¢islo a, pro které plati P(a) = 0.
Je-li kofenem polynomu s redlnymi koeficienty éislo a + bi,b # 0, pak je kofenem také &islo a — bi.
Hledanym polynomem je napf. polynom P(z) = (z—i)(x+i)(z—1—i)(z—1+i) = 2* - 223+ 322 —22+2.



Zadani C.

1. Najdéte vSechna feseni maticové rovnice XA — X = C, kde

2 1 0 0 —1 1
A=|1 2 -1 ],C=]0 1 -1
1 2 0 1 1 0
Resend:
XA-X = C
X(A-E) = C
X = C(A-E)?
0 -1 1 1 1 -1 1 0 -1
X=10 1 -1 ]-10 -1 1 1= -1 0 1
1 1 0 1 -1 0 1 0 0
2. Spoé¢téte determinant matic A a A1, jestlize p € R a
1 -2 1 1
A= 3p—2 —-2p—4 2p 2p
o 5 p—4 4 3

2p+6 p—5 p+5 p+4

Reseni:

Matici nejprve upravime, napi. takto: K druhému sloupci pficteme dvojnasobek 1. sloupce, od 3. a od
4. sloupce odec¢teme 1. sloupec. Pfi téchto upravach se determinant nezméni. Potom udélame rozvoj
podle 1. fadku. Ve ¢tvercové matici fadu 3 pak muzeme jesté k 1.sloupci pric¢ist ¢tyinasobek 3. sloupce
a od 2. sloupce odedist sloupec 3. a udélat rozvoj podle 1. fadku.

1 -2 1 1 1 0 0 0
3p—2 —-2p—4 2p 2p | | 3p—2 4p—-8 —p+2 —-p+2|
5 p—4 4 3| 5 p+6 -1 -2 |
2p+6 p—>5 p+5 p+4 2p+6 dp+7 —-p—1 —p-—2
dp—-8 —p+2 —p+2 0 0 —p+2
=| p+6 -1 -2 |=|p—-2 1 -2 | =(—p+2)(p—-2—-p+1)=p-—2
op+7 —-p—1 —p-—-2 p—1 1 —p-—2

Tedy detA = p — 2. Podle Laplaceovy véty plati detA - detA~! = det(A - A=) = detE = 1, takze pro
p € R\ {2} je detA™" = L.

3. Najdéte usporadanou bazi prostoru IR?, vzhledem k ni% méa vektor @ soufadnice (1,1) a vektor ¥
soufadnice (—1,1), vite-li, Ze vektor @ mé v bazi B = ((1,2),(—1,2)) soufadnice (1,2) a vektor ¥ ma
v bézi B soufadnice (2, —1).
Reseni: Nezndma baze je ve tvaru E = ((a,b), (¢, d)). Soufadnice vektoru vzhledem k bézi jsou koefi-
cienty lin. kombinace bazickych vektoru, ktera je rovna tomuto vektoru. Plati tedy:
a=1(1,2)+2(-1,2) = (—1,6) = 1(a,b) + 1(¢,d) = (a + ¢, b+ d)

7=2(1,2) -~ 1(-1,2) = (3,2) = —1(a,b) + 1(c,d) = (—a + ¢, b+ d)

Aritmetické vektory se sobé rovnaji, rovnaji-li se jejich slozky, tedy

at+tc = -1

—a+c = 3 . . C

bid — g COZ je soustava, jejimz fesenim je a = —2,c=1,b=2,d = 4.
—b+d = 2

Hledana usporadana baze je tedy E = ((—2,2), (1,4)).

4. Oznacme My 5 linearni prostor vSech ¢tvercovych matic fadu 2. Necht A : My o — My o je linedrni
zobrazeni, pro které plati

A a b\ a+2b—c+d a+b+2c—d
c d /) \ 2a+2b+c+3d —a—b+c—d |-



Rozhodnéte, zda je zobrazeni A prosté.

Reseni: Zobrazeni je prosté pravé tehdy, kdyz jeho jadro obsahuje pouze nulovy vektor. Jadro je mnozina
) . . L . ” . b
vektori, které se zobrazi na nulovy vektor. Do jadra zobrazeni A tedy patii ty matice ( (Z d ) , pro

které plati

a+2b—c+d = 0
a+b+2c—d = 0
20+2b+c+3d = 0
—a—b+c—d = 0

1 2 -1 1 1 2 -1 1

11 2 -1 0 -1 3 -2

2 2 1 3| lo o -3 5

-1 -1 1 -1 0 0 0 3

Soustava ma jediné feseni, a = b = ¢ = d = 0, jadro obsahuje pouze nulovou matici a zobrazeni tedy
je prosté.

. Definujte linearni podprostor, ukazte, Ze mnozina vSech matic komutujicich s ¢tvercovou matici A fadu
n tvori lin. podprostor prostoru vSech ¢tvercovych matic fadu n.
Reseni: Necht L je linedrni prostor. Neprazdnou podmnozinu V C L nazveme linedrnim podprostorem
lin. prostoru L, jestlize

(a) pro vSechny vektory «@,v € V plati u+ v €V

(b) pro vSechny vektory @ € V pro vSechna reilna ¢isla A plati A - @ € V

Mnozina matic komutujicich s danou matici je jisté neprazdnd, nebot obsahuje napf. jednotkovou
matici. Ovérime tedy obé podminky:

(a) Necht matice B a C komutuji s A, plati tedy AB = BA a také AC = CA.
Potom A(B+C)=AB+AC=BA+CA=(B+A)C

(b) Nechf A € R a matice B komutuje s A. Potom A(AB) = A(AB) = A(BA) = (AB)A.



Zadani B.

1. Najdéte vSechna feSeni maticové rovnice XA + XB = C, kde

1 11 0o -1 -2 0 -1 1
A= 1 11 }],B=|0 0 -1 ],C=1|0 1 -1
1 1 1 0 0 -2 1 1 0
Resent:
XA+XB = C
X(A+B) = C
X = CA+B)!
0 -1 1 1 1 -1 1 1 -2
X=120 1 -1 |- -1 0 1 = -1 -1 2
1 1 0 01 -1 0 1 0

2. Pro které hodnoty parametru a € R existuje k matici A inveresni matice?

1 -1 2 1

A= 3a —a+2 4a—-2 2a-1
4+4+a a 5 2

3+ 2a 2a a+5 2

Reseni:

Inversni matice existuje pouze k regularni matici, tedy k matici, jejiz determinant je nenulovy. Spo-
¢itdme detA. Matici nejprve upravime, napft. takto: K druhému sloupci pfi¢teme 1. sloupec, od 3.
sloupce odecteme dvojnasobek 1. sloupce a od 4. sloupce odecteme 1. sloupec. Pfi téchto ipravach se
determinant nezméni. Potom udélame rozvoj podle 1. fadku. Ve ¢tvercové matici fadu 3 pak mizeme
jesté k 1. sloupci pficist dvojnasobek 3. sloupce a od 2. sloupce odecist dvojnasobek 3. sloupce a udélat
rozvoj podle 1. radku.

1 -1 2 1 1 0 0 0

3a. —a+2 4a—-2 2a-1| 3a 2a+2 —-2a—2 —a-1|
4+a a 5 2|1 | a+4 2a+4 —2a—3 —-a—2|
3+ 2a 2a a+5 2 2¢+3 4a+3 —-3a—1 —2a-—1

204+2 —2a-—2 —a—1 0 0 —-a-1
=|2¢+4 —-2a—-3 -—-a—-2|=1]0 1 —a-2|=(-a—-1)(-1)=a+1
4a4+3 —-3a—-1 —-2a-—1 1 a+1 —2a-1

Tedy detA = a + 1, a inversni matice existuje pro a € R\ {-1}.

3. Polynom P(z) ma v uspofadané bazi (2% —z —1,22% +z + 1, 2% — x + 2) soufadnice (—1,1,1). Najdéte
jeho soufadnice vzhledem k uspoiddané bazi (2% — 1,22 + 2 — 1,22 + ).
Reseni: Nejprve si spoéitame polynom P(z), potom si ho vyjadiime jako linedrni kombinaci vektorii
2?2 — 1,22 + x — 1,22 4 2. Vektor koeficientt této linedrni kombinace je vektor soufadnic polynomu
P(z) vzhledem k uspotéadané bazi (z? — 1,22 + 2 — 1,22 + x).
P(z) = —1(2®—2—-1)+1222+2+1)+1(22 —2+2) = 22%+2+4 = a(2® - 1) +b(z? +2—1) +c(2? +7) =
(a+b+c)x?+ (b+c)x + (—a—b)
Rovnaji-li se dva polynomy, rovnaji se jejich koeficienty u odpovidajicich mocnin, tedy

a + b + ¢ = 2
b + ¢ =1
—a — b = 4
Tato soustava m4 jediné feSeni a to a = 1,b = —5, ¢ = 6. Soutadnice polynomu P(x) vzhledem k bazi

(22 — 1,22 + 2 — 1,22 + x) jsou (1,—5,6).

4. Oznacme My 5 linearni prostor vSech ¢tvercovych matic fadu 2. Necht A : My o — My o je linedrni
zobrazeni, pro které plati

A a b\ (a—-b+2c+d —a+2b—c
c d | 2a +c+d 20 —3c+d )’



Spoctéte defekt zobrazeni A.
Reseni: Defekt zobrazeni je dimense jeho jidra. Jadro je mnozina vektort, které se zobrazi na nulovy

vektor. Do jadra zobrazeni A tedy patii ty matice < i b ) , pro které plati

d

a—b+2¢c+d = 0

—a+2b—c = 0

2a+c+d = 0

2b6—3c+d = 0
1 -1 2 1 1 -1 2 1
-1 2 -1 0 0 1 1 1
2 0 11 0 0 -5 -3
0 2 -3 1 0 0 0 2

Soustava mé jediné feSeni, a = b = ¢ = d = 0, jaddro obsahuje pouze nulovou matici a def(A) =
dim(KerA) =0.

5. Definujte linearni nezévislost vektori. Necht vektory i, ¢/, @ jsou lineadrné nezéavislé. Jsou potom linearné
nezévislé také vektory u,u + v, + v + W? Zduvodnéte.
Reseni: Vektory iy, i, ...1, jsou linedrné nezavislé, jestlize existuje jedin jejich nulové linedrni kom-
binace a to trivialni, tj. pokud a;ui + astis + ... + apil, = 0, potom a3 = as = ... = a, =0
Uvazujme nulovou linedrni kombinaci vektort u, 4 + ¥, 4 + ¥ + w07

— —

@+ ax(@+0) + az(t+ 0+ W) =0

—

(a1 + as + a3)d + (a2 + a3)¥ + (azwW = 0 je nulova linedrni kombinace vektori
trividlni, protoze tyto vektory jsou linedrné nezavislé. Plati tedy

,U,w. Ta musi byt

a1 +ag a3 =
042+Oé3 =
a3 =

o O O

Tato soustava ma jediné feseni a to a; = as = ag = 0, vektory jsou tedy také linedrné nezavislé.



Zadani D.

1. Najdéte vsechna TeSeni maticové rovnice AX — BX = C, kde

2 1 0 1 11 0 -1 1
A= 1 2 2 |,B= 1 11 ],C= 1 0 -1
2 2 2 1 11 1 -1 0
Resent:
AX-BX = C
(A-—B)X = C
X = (A-B)"lC
0 -1 1 0 -1 1 0 -1 1
X = 1 2 -1 |11 0 -1 = 1 0 -1
-1 -1 1 1 -1 0 0 0 0

2. Pro které hodnoty parametru p € R existuje k matici A inveresni matice?

2 2 1 1

A — 4 —-2p+8 4p—-2 -—-p+1
2p — 2 2p —3 P p—1

3 —p+4 p-—-3 3

Reseni:

Inversni matice existuje pouze k regularni matici, tedy k matici, jejiz determinant je nenulovy. Spo-
Citame tedy detA. Matici nejprve upravime, napf. takto: Od 1. sloupce a od 2. sloupce odec¢teme
dvojnasobek 4. sloupce a od 3. sloupce odecteme 4. sloupec. Pti téchto tpravach se determinant ne-
zmeéni. Potom udé€ldme rozvoj podle 1. fadku. Ve ¢tvercové matici fadu 3 pak mtzeme jesté k 2. sloupci
pricist 3. sloupec a udélat rozvoj podle 2. radku.

2 2 1 1 0 0 0 1
4 —2p+8 4p—-2 —p+1| | 2p+2 6 5p—3 —p+1
2p—2  2p-3 p p—1]|" 0 -1 1 p—-1]
3 —-p+4 p-3 3 -3 —-p—2 p-—6 3
2p + 2 6 bHp—3 2p+2 5p+3 Hp—3
=-1 0 -1 1|=-1 0 0 1| =-1(-1)(—-16p—16+15p+9) = —p—T7
-3 —-p—2 p-—=6 -3 -8 p—6

Tedy detA = —p — 7, a inversni matice existuje pro a € R\ {-7}.

3. Polynom P(x) ma v uspofddané bazi (2 +x — 1,222 —x — 1,22 + x + 2) soufadnice (1,1, —1). Najdéte
jeho soufadnice vzhledem k uspotadané bazi (22 + 1,22 —x — 1,22 — z).

Regeni: Nejprve si spocitame polynom P(z), potom si ho vyjadiime jako linedrni kombinaci vektori
22 + 1,22 — x — 1,22 — . Vektor koeficientti této linearni kombinace je vektor soufadnic polynomu
P(x) vzhledem k uspotadané bazi (z? + 1,22 —x — 1,22 — z).
P(x)=1(z?+2—-1)+1222 —2—1) - 1(2®+2+2) =222 —2—4 = a(2®>+ 1) +b(z® —2— 1) +c(2? — 1) =
(@a+b+c)x?+ (=b—c)r+ (a—b)

Rovnaji-li se dva polynomy, rovnaji se jejich koeficienty u odpovidajicich mocnin, tedy

a + b + ¢ = 2
b — ¢ = -1
a — b = —4
Tato soustava m4 jediné feSeni a to a = 1,b = 5,¢ = —4. Soufadnice polynomu P(x) vzhledem k bazi

(22 +1,2% — 2 — 1,22 — 2) jsou (1,5, —4).

4. Oznacme M o linedrni prostor vsech ¢tvercovych matic fadu 2. Nechf A : My o — My o je linedrni
zobrazeni, pro které plati

A a b\ _ at+b+c+d —a+c+2d
c d )] \ 2a+b+c+2d —2a—b+c )



Spoctéte defekt zobrazeni A.

Reseni: Defekt zobrazeni je dimense jeho jidra. Jadro je mnozina vektort, které se zobrazi na nulovy

. , » . b . ;
vektor. Do jadra zobrazeni A tedy patii ty matice < CCL d ) , pro které plati

at+b+c+d = 0
—a+c+2d = 0
2a+b+c+2d = 0
—2a—b+c = 0
1 1 1 1 1 1 1 1
-1 0 1 2 01 2 3
2 11271001 3
-2 -1 1 0 00 0 —4

Soustava mé jediné feSeni, a = b = ¢ = d = 0, jaddro obsahuje pouze nulovou matici a def(A) =
dim(KerA) =0.

5. Definujte inversni matici k matici A. Dokazte, Ze pokud existuje inversni matice k matici A, pak je
urcena jednoznacné.
Reseni: Necht A je étvercovd matice fddu n. Inversni matici k matici A nazveme étvercovou matici X
fadu n, pro kterou plati AX = XA = E.
Necht tuto podminku spliiuji matice X,Y, tj. plati AX = XA = E a také AY = YA = E. Potom

X = XE = X(AY) = (XA)Y=EY =Y.

Matice X a Y jsou si tedy rovny.



